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Книга является учебником по новому курсу 
«Радиотехнические цепи и сигналы» и соответствует 
программе этого курса для специальности «Радио- 
техника». В настоящей первой части излагается 
спектральный и корреляционный анализ детерми- 
иироваиных и случайных сигналов, теория пере- 
дачи сигналов через линейные системы, теория 
цепей с задержкой, теория линейных систем с 
обратной связью и теория цепей с переменными 
параметрами. 

Книга предназначена для студентов радиотех- 
нических факультетов и вузов. Она может быть 
полезна также и для широких кругов специали- 
стов, работающих в области радиотехники и смеж- 
ных областях науки и техники. : 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Настоящий учебник составлен в соответствии с программой пс 
курсу «Радиотехнические цепи и сигналы» для специальности 
«Радиотехника», утвержденной Министерством высшего и среднего: 
специального образования СССР (индекс УМУ-Т-?/вз). 

Курс «Радиотехнические цепи и сигналы» является новым и 
вводится в учебные планы радиотехнических факультетов и вузов: 
страны вместо существовавшего на протяжении нескольких деся-- 
тилетий традиционного курса «Теоретические основы радиотехники»... 

Развитие радиотехники и радиоэлектроники потребовало вве- 
дения большого объема новых сведений в программы ряда курсов. 
В связи с этим во многих дисциплинах оказалось необходимым не-- 
которые разделы исключить вовсе, а другие переместить в более- 
ранние курсы. Эта тенденция к «омоложению» дисциплин радиотех-- 
нического цикла в очень сильной степени повлияла и на содержа- 
ние данного курса. Такие традиционные разделы «Теоретических: 
основ радиотехники» как колебательные контуры (одиночные и 
связанные), четырехполюсники, фильтры, линии и другие включень 
в новый курс «Основы теории цепей», заменивший «Теоретические: 
основы электротехники». В курсе «Основы теории цепей» должны» 
также изучаться основы операторного и спектрального методов: 
анализа переходных процессов в линейных электрических цепях: 
и понятия о синтезе цепей по заданным частотным характеристи-- 
кам. 

В курсе «Радиотехнические цепи и сигналы» основной упор де- 
лается на теорию радиосигналов — детерминированных и случай- 
ных — и на теорию преобразования сигналов в линейных цепях: 
с постоянными и переменными параметрами, а также в нелинейных: 
цепях. 

В настоящей первой части курса радиотехнических цепей и сиг-- 
налов, составляющей несколько больше половины его объема, 
содержатся разделы, касающиеся анализа сигналов, передачи сиг- 
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налов через линейные системы, анализа цепей с задержкой, линей- 
ных систем с обратной связью, а также линейных цепей с перемен- 
ными параметрами. 

Сведения, изложенные в $ 3.7, 3.8, 4.7—4.9, 6.10, 7.4 и 9.4, 
несколько превышают обязательный минимум. Автор считал полез- 
ным такое расширение для’некоторой индивидуализации обучения 
и для продления «срока жизни» книги. При первоначальном изу-. · 
чении незначительные сокращения легко могут быть сделаны без 
нарушения целостности изложения. Некоторые математические 
подробности, а также сведения, имеющие характер научного 
углубления, вынесены в приложения, помещенные в конце книги. 

Во второй части курса будут изложены сведения о нелиней- 
ных цепях и основных радиотехнических процессах (генерирова- 
ние, модуляция, детектирование, преобразование частоты и др.), 
о прохождении случайных процессов через параметрические и не- 
линейные системы, об основных способах борьбы с помехами 
при приеме радиосигналов, а также об оптимальной линейной 
чрильтрации. 

В работе над книгой помощь критикой, советами и участием 
з подготовке руколиси к печати оказали автору сотрудники ка- 
федры теоретических ·основ радиотёхники МАИ. Особенно велика 
помощь, оказанная Т. М. Рубашевой и Т. С. Козловой. 

Многочисленные и ценные замечания сделали при рецензиро- 
вании доктор техн. наук, проф. Я. С. Ицхоки, канд. техн. наук, 
доц. В. Ф. Власов и канд. техн. наук, доц. А. А. Лапис. 

Автор выражает своим товарищам по работе и рецензентам 
искреннюю благодарность. | 

Автор 


ГЛАВА 1 `` 


ВВЕДЕНИЕ 


1.4. ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА И ПРИМЕНЕНИЯ РАДИОТЕХНИКИ 


Современная радиотехника является мощным средством тех- 
нического прогресса. Радиотехника проникла во все области народ- 
ного хозяйства, в науку, технику, культуру и быт. 

Одна из важнейших задач радиотехники заключается в осущест- 
влении связи на большие расстояния с помощью излучения элект- 
ромагнитных волн. В ходе развития различных направлений радио- 
техники повсеместное распространение получили радиовещание и 
служебная радиосвязь, все большие районы обслуживает телевиде- 
ние, осуществляется устойчивая связь с судами, самолетами и кос- 
мическими кораблями. Средства радиотехники позволяют осущест- 
вить межпланетную связь, а предстоящие в недалеком будущем 
полеты человека на другие планеты уже в настоящее время имеют 
«радиотехническое обеспечение». Вошли в жизнь радиолокация, 
радионавигация, радиотелеметрия, радиоуправление и т. д. 

Однако упомянутыми применениями далеко не исчерпываются 
все возможности современной радиотехники. С проникновением 
радиометодов в давно существующие науки качественно изменился 
их характер. Возникли такие новые науки, как «радиофизика», 
«радиоастрономия» и др. 

Неоценимую помощь оказывает применение радиотехнических 
приборов и методов в экспериментальной физике, в том числе ядер- 
ной физике, в технике измерения любых быстропротекающих про- 
цессов и различных неэлектрических величин (давления, вибраций, 
небольших смещений и т. д.), при изучении физики поно 
в службе времени. 

Широкое использование радиотехнических методов для решения 
задач, не связанных с излучением, привело к появлению нового. 
термина радиоэлектроника, о в себя радио- 
технику и электронику. 

Быстро расширяется применение радиоэлектронной аппаратуры 
для медицинских исследований (диагностики), а также для возме- 
щения частично или даже полностью утраченных функций челове- 
ческого организма. 

Крупным достижением радиоэлектроники является всё расши- 
ряющееся применение быстродействующих электронных счетных 
машин — вычислительных, управляющих, информационных. Ре- 
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чпающую роль в автоматизации и комплексной механизации произ- 
водственных процессов призваны сыграть кибернетические машины, 
создание которых немыслимо без радиоэлектроники. 

Из всеге, сказанного выше можно сделать вывод, что: радиотех- 
зника будет приобретать все возрастающее значение в человеческом 
;прогрессе. м 4 

Невозможно перечислить сколько-нибудь подробно уже сущест- 
вующие области применения радиотехники или предсказать откры- 
· вающиеся перед ней новые возможности. Любые обобщения и клас- 
`сификации этих возможностей неизбежно в короткое время уста- 
февают. 1 

Можно, однако, подметить, что одна чрезвычайно существен- 
ная особенность объединяет все перечисленные выше области при- 
менения радиотехники. · 

Эта особенность заключается в том, что имеет место передача 
информации с помощью электрических сигналов. Это обстоятельство 
‘указывает на принципиальное отличие радиотехники от электро- 
‘техники. Последняя также использует передачу на расстояние (на- 
тример, по высоковольтным линиям), однако, в отличие от радио- 
‘техники, объектом транспортировки является не информация, 
‚а энергия. 

Со времени изобретения А. С. Поповым радио (1895 г.) и до на- 
‚стоящего дня передача информации на расстояние посредством 
электрических сигналов является основной задачей радиотехники. 

Иногда высокочастотное электромагнитное поле используется 
„для целей, не связанных с передачей информации. Таковы, напри- 
чмер, применения высокочастотных полей в медицине (рентгенотера- 
тия, физиотерапия и др.), а также ряд технологических применений: 
поверхностная закалка, сушка древесины, консервирование пище- 
вых продуктов и т. д. | 

Мы, однако, не будем относить эти применения к радиотехнике, 


`4.2. ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ НА РАССТОЯНИЕ. ОСОБЕННОСТИ 
"РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН И ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
В РАДИОТЕХНИКЕ ЧАСТОТЫ 


Главной особенностью радиотехники является передача со- 
общения о каком-либо событии на расстояниие. Это расстояние 
определяется отдаленностью источника от потребителя информации. 
Расстояние разделяет двух абонентов — корреспондента и адре- 
сата, датчик команд и исполнительное устройство, исследуемый 
процесс и измерительный механизм, источник космического радио- 
излучения и регистрирующий прибор радиотелескопа, различные 
блоки электронной вычислительной машины, — словом, источник 
и потребитель информации. 

Расстояние, на которое передается сигнал, может быть очень 
‘незначительным, как в случае передачи команд в счетной машине 
от одного блока к другому, или огромным, как при межконтинен- 
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тальной или космической связи. Передача сообщений производится 
посредством проводных, кабельных, волноводных линий или сво- 
бодного пространства (воздушной среды, космического простран- 
ства). Естественно, что для передачи сигналов целесообразно ис- 
пользовать те физические процессы, которые имеют свойство пере- 
мещаться, распространяться в пространстве. К числу таких про- 
цессов относятся применяемые в радиотехнике электромагнитные 
колебания — радиоволны. Причем к любому физическому процессу, 
используемому в качестве агента (посредника, переносчика) для 
передачи информации, предъявляется требование, чтобы этот 
процесс обладал свойством принимать всю совокупность значений 
или состояний, по которым можно было бы однозначно установить 
соответствующее значение или состояние объекта или процесса, 
являющегося источником информации. 

С этой целью радиоволны подвергаются так называемому про- 
цессу модуляции. Он заключается в том, что высокочастотное 
колебание, способное распространяться на большие расстояния, 
‚наделяется признаками, характеризующими полезное сообщение. 
Таким образом, это колебание используется как переносчик со- 
общения, подлежащего передаче. Для этого один (или несколько) 
параметр высокочастотного колебания изменяют по закону, совпа- 
дающему- с законом изменения передаваемого сообщения. В за- 
висимости от изменяемого параметра (амплитуды, частоты или фазы 
колебания) различают три основных вида модуляции — ампли- 
тудную, частотную и фазовую 1. 

Обратное преобразование электромагнитных колебаний в пер- 
воначальный сигнал, осуществляемое на приемной стороне, назы- 
вается демодуляцией или детектированием (со- 
ответственно амплитудным, частотным или фазовым). 

Модуляция, как правило, не оказывает влияния на способность 
высокочастотных колебаний к распространению в пространстве. 
Однако выбор длины волны высокочастотного колебания (или, как 
говорят, несущей частоты или рабочего диапазона) является весьма 
существенным для обеспечения устойчивой и надежной связи. 

На выбор того или иного диапазона волн, используемого в каж- 
дой конкретной системе связи, оказывают влияние следующие 
факторы: 

1. Особенности распространения электромагнитных волн дан- 
ного диапазона и влияние времени года, суток, состояния атмосферы, 
солнечной радиации и ряда других обстоятельств. 

2. Технические возможности: направленность излучения и раз- 
меры антенной системы, возможность генерирования мощных коле- 
баний и управления ими (модуляции), построение схемы приемного 
устройства и т. д. 


1 Существуют также газо аниа методы импульсной модуляции, 
основанные на изменении параметров импульсной последовательности. На 
них мы остановимся в дальнейшем. Е 
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3. Характер шумов и помех в данном диапазоне. 

4. Характер сообщения или, как говорят, «ширина спектра» 
модулирующих частот и желательный способ неду (ампли- 
тудной, частотной и т. д.). 

Практически для использования оказываются пригодными те 
участки диапазона, в которых обеспечиваются благоприятные усло- 
вия распространения радиоволн и в приемлемой степени удовлет- 
воряются остальные из перечисленных требований. 

Характерной тенденцией современной радиотехники является 
интенсивное изучение малоисследованных диапазонов волн и стрем- 
ление к расширению диапазона используемых частот как в сторону 
освоения весьма низких, так и сверхвысоких частот, вплоть до 
использования световых волн. Последнее не должно казаться стран- 
ным, так как радиоволны и световые волны совпадают по природе 
(электромагнитные волны); различие имеется лишь в длине волны. 

Подразделение радиоволн на диапазоны, вошедшее в практику, 
дано в следующей таблице. 


Днапазон волн Волна Частота 


10 000 м и более Ниже 30 кгц 
10 000—3 000 м 30—100 кгц 
3 000— 200 м 100—1 500 кгц 


Сверхдлинные . ....., 
Длинные волны . . . ... 
Средние волны . . а" 


ме 
С 1 


Промежуточные волны... . 0 200—50 м 1 500—6 000 кгц 
ховоткие БОЛАН. ое н о м таку 
етровые 10—1 м — г 
Даш таррые ДЕПО уоротние 1—0,1 м 300—3 000: Мец 
антиметровые 10 см—1 см 3 000-30 000 Мгц 
Миллиметровые ....-..... 1 см—1 мм 30000—300000 Мгц 
Субмиллиметровые ........ 1 мм—0,1 мм | 300 000—3000 000 Мгц 


Инфракрасные и световые . , . . Менее 0,1 мм |Выше 3000000 Мгц 


Сверхдлинные и длинные волны, применявшиеся на первом 
этапе развития радиотехники для радиотелеграфной связи, имеют 
два крупных недостатка: 

— необходимость больших мощностей передатчиков ввиду 
сильного поглощения поверхностной волны при ее распространении 
над земной поверхностью; 

— непригодность для передачи сложных сигналов из-за слиш- 
ком большого отношения ширины спектра сигнала к несущей час- 
тоте. 

Средние волны получили широкое применение для радиовещания. 
Основным преимуществом волн длиннее 1000 м является устойчи- 
вость силы приема, недостатком — трудность обеспечения дальности 
действия ввиду значительного поглощения поверхностной волны. 
Поэтому на средних волнах осуществляется преимущественно мест- 
ное радиовещание, рассчитанное на зоны с радиусом в несколько 
сотен километров. Лишь небольшое число сверхмощных радиостан- 
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ций обслуживает большие районы. В СССР, обладающем огромной 
территорией, существует наибольшее число мощных и сверхмощных 
радиовещательных станций средневолнового диапазона. 

Накопление большого экспериментального материала по усло- 
виям распространения коротких волн позволило установить опти- 
мальные длины волн для различных часов суток и времен года, 
обеспечивающие благоприятные условия распространения. 

Главные достоинства вещания на коротких волнах — возмож- 
ность получения очень большой дальности действия при относитель- 
но малой мощности передатчика и возможность осуществления на- 
правленного излучения. Основным недостатком коротковолнового 
вещания является колебание силы приема (замирание), часто со- 
провождающееся сильными искажениями передачи при сложной 
структуре сигнала, состоящего из большого числа составляющих 
с различными частотами. Условия интерференции, зависящие от 
частоты, могут оказаться неодинаковыми для различных составляю- 
щих спектра сигнала. Это явление, называемое избирательным 
(или селективным) замиранием, приводит к врёменным выпадениям 
из спектра сигнала отдельных составляющих или, наоборот, к уси- 
лению амплитуд этих составляющих. Таким образом, в точке приема 
нарушается правильное соотношение между отдельными компонен- 
тами сигнала, в результате чего искажается тембр и чистота пере- 
дачи. Так как явление избирательного замирания проявляется тем 
сильнее, чем шире спектр сигнала, то осуществлять на коротких 
волнах передачи таких сложных сигналов, как, например, теле- 
визионных, практически невозможно. - 

Наряду с радиовещанием короткие волны исключительно широ- 
ко применяются в настоящее время для радиотелеграфии на магист- 
ральных линиях связи, а также для морской и авиационной радны 
навигации. 

Появление таких отраслей радиотехники, как телевидение и ра- 
диолокация, оказалось возможным благодаря освоению ультрако- 
ротковолновых диапазонов. Здесь имеет место удачное сочетание 
двух факторов. Применение очень высокой частоты излучения по- 
зволяет соответственно расширить и полосу частот передаваемого 
сообщения, так как условия передачи и усиления сигналов в радио- 
аппаратуре определяются, в основном, относительной шириной 
спектра сигнала. Особенности же распространения УКВ (в пределах 
прямой видимости) почти полностью исключают искажения сигна- 
ла из-за интерференции волн, распространяющихся по разным 
путям. 

То обстоятельство, что на УКВ регулярный прием возможен 
только в пределах прямой видимости, является, конечно, сущест- 
венным ограничением. Для увеличения дальности связи .на УКВ. 
обычно применяют высоко поднятые антенны. Последние десятиле- 
тия характеризуются развитием так называемых радиорелейных 
линий, представляющих собой цепочку приемо-передающих УКВ 
радиостанций, расположенных вдоль линии связи через несколько 
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десятков километров. Подобные линии позволяют осуществлять 
многоканальную связь, а также обмен телевизионными програм- 
мами между пунктами, удаленными на весьма значительное рас- 
стояние. Все шире внедряются в практику миллиметровые и более 
короткие волны. ь р 

Из приведенного выше краткого обзора видно, что развитие ра- 
диотехники характеризуется непрерывным расширением исполь- 
зуемых волновых диапазонов. 

Из курса физики известно, что эффективное излучение электро- 
магнитной энергии может быть осуществлено лишь при условии, 
что геометрические размеры излучающей системы соизмеримы с дли- 
ной волны. В связи с этим излучение сверхдлинных волн затруднено 
из-за отсутствия пригодных для практического применения антен- 
ных систем, которые должны иметь в этом случае громадные раз- 
меры. Напротив, использование световых волн позволяет получить 
малогабаритные излучатели с чрезвычайно высокой направлен- 
ностью и с огромной концентрацией энергии в луче, так что, напри- 
мер, луч, посланный с Земли, образует на поверхности Луны пятно 
диаметром всего лишь в несколько сотен метров. Однако применение 
световых волн для передачи сообщений связано с трудностями моду- 
ляции, приема и т. д. Гаким образом, при выборе рабочего диапазона 
следует учитывать многие факторы и зачастую принимать компро- 
миссные решения. 

Вместе с тем намечается ряд перспективных направлений, которые 
во многих случаях, по-видимому, позволят избежать недостатков, 
связанных с особенностями распространения волн на уже освоен- 
ных диапазонах. К числу этих направлений следует отнести попыт- 
ки использования метеорных следов (отражение от участков с по- 
вышенной ионизацией, образующихся при вхождении метеоров 
в верхние слои атмосферы), использование поверхности Луны в ка- 
честве пассивного отражателя радиоволн, ретрансляцию сигналов 
с помощью искусственных спутников Земли, создание специальных 
ионизированных облаков и т. д. Можно предполагать, что подобные 
методы приведут к возможности осуществления связи, сочетающей 
в себе достоинства, присущие различным диапазонам. 


1.3. ОСНОВНЫЕ РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ 


Из предыдущего видно, сколь разнообразным преобразованиям 
подвергается сигнал в процессе передачи по каналу связи. Некото- 
` рые из этих процессов являются обязательными для большинства 
радиотехнических систем независимо от их назначения, а так- 
же от характера передаваемых сообщений. Перечислим эти фунда- 
ментальные процессы и попутно отметим их основные черты, при- 
держиваясь обобщенной схемы радиотехнического канала," пред- 
ставленной на рис. 1.1. 
Преобразование исходного сообщения в .электрический сигнал и 
кодирование. При передаче речи и музыки такое преобразование 
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осуществляется с помощью микрофона, при передаче изображений 
(телевидение) — с помощью передающих трубок (суперортикона). 
В случае передачи письменного сообщения (радиотелеграфия) сна- 
чала производится кодирование, заключающееся в том, что каждая 
буква текста заменяется комбинацией стандартных символов (на- 
пример, точек, тире и пауз в коде Морзе), которые затем преобра- 
зуются в стандартные электрические сигналы (например, импульсы 
разной длительности или разной полярности). 

Следует отметить, что схема рис. 1.! соответствует случаю, 
когда информация вводится «в начале» канала связи, т.е. непосред- 
ственно в передатчике. Несколько иначе обстоит дело, например, 


Передаюшая 
антенна А 


\ Передатчик 


| 
Генератор! | 
несущей р 
частоты 


Источник 
сообщений 


рический 
сигнал 


Приемная 
* антенна 


Рис. 1.1. > 


в радиолокационном канале, где информация о цели (дальность, 
высота, скорость и т. д.) вводится в результате отражения радио- 
волны от цели в свободном пространстве. 

Генерация. высокочастотных колебаний. Высокочастотный гене- 
ратор является источником колебаний несущей частоты. В зависи- 
мости от назначения радиоканала связи мощность колебаний из- 
меняется в пределах от милливатт до миллионов ватт. Естественно, 
что конструктивные формы и размеры генераторов весьма различ- 
ны — от простейшего малогабаритного элемента до грандиозного 
технического сооружения. 

Основными характеристиками высокочастотного генератора яв- 
ляются частота и диапазонность (т. е. возможность быстрой пере- 
стройки. с одной рабочей частоты на другую), мощность и отдача 
(коэффициент полезного действия). Особенно важное значение имеет 
стабильность частоты колебаний. 

В этом отношении радиотехника находится в исключительном 
положении. Условия распространения радиоволн и широкий спектр 
частот сигналов диктуют применение очень высоких несущих час-- 
тот. Условия же обработки сигналов на фоне помех и необходимость 
ослабления взаимных помех между различными радиоканалами за- 
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ставляют добиваться максимально возможного снижения абсолют- 
ных изменений частоты. Это приводит к чрезвычайно жестким тре- 
бованиям к относительной стабильности частоты. 

Управление колебаниями (модуляция). Процесс модуляции за- 
ключается в изменении одного или нескольких параметров высоко- 
частотного колебания по закону передаваемого сообщения. Час- 
тоты модулирующего сигнала, как правило, малы по сравнению 
с несущей частотой генератора. Для осуществления модуляции 
используются различные приемы, обычно основанные на изменении 
потенциалов электродов электронных приборов, входящих в схему 
радиопередающего устройства. 

Основная’ характеристика процесса модуляции — степень со- 
ответствия между изменением параметра высокочастотного коле- 
бания и модулирующим сигналом. 

Усиление слабых сигналов в приемнике. Антенна приемника улав- 
ливает ничтожную долю энергии, излучаемой антенной передат- 
чика. В зависимости от расстояния между передающей и приемной 
станциями, от степени направленности излучения антенн и условий 
распространения радиоволн мощность на входе приемника из- 
меряется величинами порядка 10`10 — 10—14 вт. На выходе же при- 
емника для надежной регистрации сигнала требуется. мощность по- 
рядка единиц ватт и более. Отсюда видно, что усиление в приемнике 
должно достигать 10 — 10“ по мощности или 10 — 107 по 
напряжению. 

В современных приемниках уверенная регистрация сигнала обес- 
печивается при напряжениях на входе порядка микровольта. Осу- 
ществление столь сложной задачи оказывается возможным бла- 
годаря достижениям современной электроники. Большую роль 
играют также специальные методы построения схем приемников, 
обеспечивающие болыное усиление при сохранении устойчивости 
работы приемника. К таким методам относится преобразование 
(понижение) частоты колебания в тракте приемника, осуществляемое 
так, что сохраняется структура передаваемого сигнала. (На схеме 
рис. 1.1 процесс преобразевания частоты не обозначен.) 

Процесс преобразования частоты помимо приемной техники 
широко применяется в различных радиотехнических и радиоиз- 
мерительных устройствах. 

Проблема усиления в приемнике неотделима от проблемы выде- 
ления сигнала на фоне помех. 

Одним из основных показателей приемника поэтому является 
избирательность, под которой подразумевается способность прием- 
ника выделять полезные сигналы из совокупности посторонних 
воздействий (помех), отличающихся по частоте от сигнала. 

Частотная избирательность осуществляется с помощью резонан- 
сных колебательных систем. 

Выделение сообщения из высокочастотного колебания (детекти- 
рование). Детектирование является процессом, обратным по от- 
ношению к модуляции. В результате детектирования должно быть 
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восстановлено электрическое напряжение (ток), изменяющееся во 
времени по закону передаваемого сообщения, т. е. так же, как из- 
меняется один из параметров (амплитуда, частота или фаза) моду- 
лированного колебания. Как и при модуляции, различают три вида 
детектирования: амплитудное, частотное и фазовое. Детектор, как 
правило, включается на выходе приемника; следовательно, к нему 
подводится модулированное колебание, уже усиленное предыдущими 
ступенями приемника. Поэтому перед детектором не ставится за- 
дача усиления сигналов. Основное требование к детектору — это 
по возможности точное воспроизведение формы сигнала. 

Помимо перечисленных процессов, так или иначе связанных 
с преобразованием частотных спектров, в радиотехнических устрой- 
ствах широчайшее применение находит процесс усиления колебаний 
без трансформации частоты, осуществляемый в различных. усили- 
телях. : 

К таким усилителям относятся: 

— «низкочастотные» усилители управляющих сигналов, ис- 
пользуемые перед модулятором передатчика, а также на выходе 
приемника (после детектирования); 

— усилители коротких импульсов, применяемые в телевизион- 
ной и радиолокационной технике, а также в импульсных системах 
радиосвязи; 

— высокочастотные усилители большой мощности, применяе- 
мые в радиопередающих устройствах; 

— высокочастотные усилители слабых сигналов, применяемые 
в радиоприемных устройствах и измерительных схемах. 

Кроме упомянутых процессов, присущих, как уже отмечалось, 
любой радиотехнической линии, в ряде специальных случаев 
широко применяются многие другие процессы: умножение и деление 
частоты, генерация коротких импульсов, различные виды импуль- 
сной модуляции и др. 

Некоторые наиболее существенные из перечисленных процессов 
рассматриваются в соответствующих главах данной книги. 


{.4. РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И МЕТОДЫ ИХ АНАЛИЗА 


Перечисленные в предыдущих параграфах радиотехнические 
преобразования осуществляются с ‘помощью сочетания большого 
количества линейных и нелинейных элементов и 
устройств. Линейные системы, в свою очередь, подразделяются на 
системы с постоянными и системы с пере 
менными параметрами. . 

Для выявления` принципиальных, фундаментальных свойств 
указанных систем необходимо напомнить свойства описывающих 
эти системы дифференциальных уравнений. Имея в виду цепи с со- 
в параметрами, выпишем ара три уравнения: 


4"! у а? 2 
5 ав ат-Е У А аа ат +. Е: 21 Хау = 19, (1.1) 


5 


а, тт 


8. а.) + аһ +. .+а,@ +ау= 0), (1.2) 


р 


ап ап—2 
ан Я +. + ау = 0. 013) 


Уравнение (1.1)—линейное, с постоянными коэффициентами а,, 
а1; аз, ..., ап — относится к линейной системе с постоянными па- 
раметрами. 

Уравнение (1.2), в котором по крайней мере один из коэффициен- 
тов, в данном случае а„_1(1), является функцией времени (но не 
зависит от у), представляет собой линейное уравнение с перемен- 
ным коэффициентом (или переменными коэффициентами) и описы- 

‚ вает линейную систему с: переменными параметрами. 

Наконец, уравнение (1.3), один или несколько коэффициентов 
которого, в данном случае а„_1(и); являются функциями у, пред- 
ставляет собой нелинейное дифференциальное уравнение, отно- 
сящееся к нелинейной системе. 

Обратимся сначала к свойствам линейного уравнения с постоян- 
ными коэффициентами. Для большей наглядности заменим общее 
уравнение (1.1) более простым уравнением второго порядка, от- 
носящимся, например, к последовательному колебательному кон- 
туру Г, С, ғ, в который вводится э. д. с. е (®. 

Для тока в контуре КЁ) можно написать следующее интегро- 
дифференциальное уравнение: 


Бат + с (10 е0, (1.4) 
Продифференцировав это уравнение по Ё и обозначив е'(#) = 


=КИ, придем к уравнению типа (1.1). 
“Уравнение (1.4) является линейным, если коэффициенты І, ги 


а 


1 : 
с не зависят от величины тока т или, что то же самое, от величины 


внешней силы е(?). 

При выполнении этого условия напряжения на каждом из эле- 
ментов контура линейно связаны с величиной тока і. Действительно, 
обозначая эти напряжения соответственно через и,, иг и ис, можем 
написать 


с ПЕ, 
4 
ш = ар (1.5) 
и | іа. | 


Так как дифференцирование и интегрирование являются линей- 
ными операциями, можно утверждать, что ит и ис линейно связаны 
с током і при любом законе изменения последнего во времени. От- 
носительно и, это утверждение еще более очевидно. Если, сохраняя 
закон изменения тока во времени, увеличить ток в и раз, то во 
столько же раз увеличатся и и,, иги ис. 
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В частности, при изменении тока по закону 


і = [$11 мо 
получим 
и, = Г/П Фі, 
и, = 011 с03 6, - 
1 (1.6) 
ис = — 5516034. 


Изменение амплитуды тока / в п раз дает такое же изменение 
амплитуды напряжения на элементах г, Г и С: 

Это свойство линейных элементов можно толковать как те 
тат линейности их вольтамперных характеристик. Для элемента г 
вольтамперная характеристика представлена на рис. 1.2, на кото- 


0 и. П Ис 


Рис. 1.2. Рис. 1.3. 


ром по осям координат можно откладывать как мгновенные, так и 
амплитудные значения и, и і, а для элементов Ё и С — на рис. 1.3, 
где по осям отложены соответственно амплитуды Ил, / или (С, Г. 

Заметим, что частотные зависимости вольтамперными характе- 
ристиками не учитываются. Здесь учтена 1юлько связь между амп- 
литудами рассматриваемых величин (/;, Ос и Г. В случае же эле- 
мента г функции К и и,((), как известно, могут отличаться 
только постоянным коэффициентом +/,, который численно равен 
(см. рис. 1.2) угловому коэффициенту вольтамперной характери- 
стики; 


Для вольтамперных характеристик КИ:) и Ое), построенных 
при какой-либо фиксированной частоте ®, угловой коэффициент 
равен 


— для индуктивности и 
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ва = = С - 


1 
Ос 
— для емкости. 

Другим важным свойством линейных систем, также вытекаю- 
щим из линейности дифференциального уравнения, описывающего 
поведение (ток, напряжение) системы, является справедливость 
принципа независимости или наложения (суперпозиции). 

Суть этого принципа может быть сформулирована следующим 
образом: при действии на линейную систему нескольких внешних 
сил поведение системы (ток, напряжение) можно определять путем 
наложения (суперпозиции) решений, найденных для каждой из сил 
в отдельности. 

Можно применить еще и такую формулировку: в линейной си- 
стеме сумма эффектов от различных воздействий совпадает с эф- 
фектом от суммы воздействий. “= № 

При этом предполагается, что система свободна от начальных 
запасов энергии. 

Принцип наложения лежит в основе спектрального и оператор- 
ного методов анализа переходных процессов в линейных цепях, 
а также метода интеграла наложения (интеграл Дюамеля). На осно- 
вании принципа наложения любые сложные сигналы можно при 
передаче их через линейные системы разложить на простые, более 
удобные для анализа сигналы, например синусоидальные. 

Остановимся еще на одном фундаментальном свойстве линейной. 
системы, прямо вытекающем из теории интегрирования линейных 
дифференциальных уравнений е постоянными коэффициентами. 
Разложив е(!) в правой части уравнения (1.4) с помощью ряда или 
интеграла Фурье на простейшие гармонические составляющие, 
действующие при — оо < {<< + оо, мы получим для каждой состав- 
ляющей с частотой ®„ решение уравнения (1.4) в виде гармониче- 
ского колебания той же частоты: 


і (6) = 1. с03 (0, + Ф), 


где /, и Ф, — постоянные амплитуда и фаза. 

Отсюда следует, что при любом, сколь угодно сложном воздейст- 
вии в линейной системе с постоянными параметрами не возникает 
новых чаєтот. 

Это означает, что ни одно из преобразований сигналов, сопро- 
. вождающееся появлением новых частот (т. е. частот, отсутствую- 
щих в спектре входного сигнала), не может, в принципе, быть 
осуществлено с помощью линейной системы с постоянными 
параметрами. 

В радиотехнике линейные системы с постоянными параметрами 
‘находят широчайшее применение для решения задач, не связанных 
< трансформацией спектра, таких как линейное усиление сигналов, 
фильтрация (по частотному признаку) и т. д. 
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Рассмотрим теперь свойства линейных систем с переменными 
параметрами, вытекающие из свойств общего уравнения (1.2). 

Как и в предыдущем случае, принцип наложения (суперпозиции) 
остается в силе. Это означает, что правую часть уравнения (1.2), 
т.е. внешнюю силу (№, можно разложить на гармонические состав- 
ляющие, действующие при — оо< {< -- оо, после чего решение 
уравнения (1.2) представляется в виде.суммы независимых частных 
решений, соответствующих каждой из составляющих правой части. 
(Как и ранее, предполагается, что система свободна от начальных 
запасов энергии.) | 

Однако, в отличие от предыдущего случая, в системе с перемен- 
ными параметрами эти частные решения являются не гармонически- 
ми, а более сложными функциями. Иными словами, даже простей- 
`шее гармоническое воздействие создает в линейной системе с пере- 
менными параметрами сложное колебание, обладающее спектром 
частот. о у 

Это положение можно пояснить на следующем простейшем при- 
мере. Пусть к омическому сопротивлению, изменяющемуся в 
времени по закону 

Ко 
к — ГРМ соз 9, 


приложено гармоническое напряжение 
е(Р = Е, соѕ 6. 


Ток через сопротивление 


= р = 01 + М соѕ О) соѕ 0 = 


34389 


= тозо + соз( + 9): + 7 со5(о— 0) 1]. (1.7) 


Как видим, в составе тока имеются компоненты с частотами 
о -- ©, которых нет в ё(#). 

Даже из этой простейшей модели ясно, что изменяя во времени 
сопротивление, можно осуществить преобразование спектра вход- 
ного сигнала. 

Аналогичный результат, хотя и с большими математическими 
трудностями, можно получить для цепи с переменными параметра- 
ми, содержащей реактивные элементы — индуктивности и емкости. 
Этот вопрос рассматривается в гл. 9. Здесь мы ограничимся уста- 
новлением того факта, что линейная система с переменными пара- 
метрами преобразует частотный спектр воздействия и, следова- 
тельно, может быть использована для некоторых преобразований 

` сигналов, сопровождающихся трансформацией спектра. Из даль- 
нейшего будет также видно, что периодическое изменение во вре- 
мени индуктивности или емкости колебательной системы позволяет 
при некоторых условиях осуществить «накачку» энергии от вспо- 


2 Зак. 2053 . " ект ааа 47 


могательного устройства, осуществляющего изменение параметра 
(«параметрические усилители» и «параметрические генераторы», 
ГЛЕ 9)? 

` Теория дифференциальных уравнений с переменными коэф- 
фициентами значительно более сложна, нежели уравнений с посто- 
янными коэффициентами. Даже при гармонической правой части 
решение уравнений порядка выше первого может быть найдено 
лишь в некоторых частных случаях. 

Ясно поэтому, что, хотя линейные системы с переменными пара- 
метрами и отвечают принципу наложения, непосредственное при- 
менение спектрального анализа к передаче сигналов через такие 
системы не всегда оказывается эффективным. Более подробно этот 
вопрос освещен в гл. 9. 

Рассмотрим, наконец, общие свойства нелинейных систем. 

Из теории нелинейных дифференциальных уравнений известно, 
что решения этих уравнений не отвечают принципу наложения. 
Это означает, что если уравнение типа (1.3) (для случая, например, 
п==1) ‘при правой части /,(0) 


а (у) 5 + ау=ћ (0 


приводит к решению в виде функции у, (2), а аналогичное урав- 
нение при правой части /, (2) 


Е ‚(у +ау= 0 
приводит к решению у, (1), то уравнение 
а 
а, (у) 2 -+щу=Ь(О+Ь(0 


имеет своим решением функцию °у, (1), которая не равна сумме 
уз (В и уз (2): 


Уз (1) + у, (0) + у, (0). 


Таким образом, для нелинейных элементов и систем принцип 
наложения (суперпозиции) не применим. 

Это свойство нелинейных систем тесно связано с нелинейностью 
вольтамперных (или иных аналогичных) характеристик нелинейных 
элементов. 

На рис. 1.4 изображена типичная характеристика диода 
іа = (ед). 

В отличие от вольтамперной характеристики линейного сопро- 
тивления (рис. 1.2) в данном случае между током и напряже- 
нием нет прямой пропорциональности. Если ` напряжению е, 
соответствует ток іл, а напряжению её, — ток і, з, то суммарному 
напряжению ёз == ёл -- ёз соответствует ток і,:, отличный от 
суммы іл + & (рис. 1.4). 
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Из этого простого примера видно, что при анализе воздействия 
на нелинейную цепь сложного сигнала нельзя его разлагать на 
более простые сигналы; необходимо искать отклик системы на 
результирующую величину входного сигнала. 

Неприменимость к нелинейным системам принципа наложения 
делает непригодными спектральный и иные методы анализа, осно- 
ванные на разложении сложного сигнала на составляющие. 

Другое важное свойство нелинейной системы заключается в пре- 
образовании спектра сиг- 5 
нала. а 

При воздействии на 
нелинейную цепь простей- 
шим гармоническим сиг- 
налом в системе возни- ' 
кают, помимо основной 
частоты, гармоники с час- 
тотами, кратными основной 
частоте (а в некоторых 
случаях и постоянная со- 
ставляющая тока.или на- 


пряжения). | 0 ёл, ёар баба, ва, с. 
В дальнейшем будет 
показано, что при сложной Рис. 1.4. Е 


форме сигнала в нелиней- 

ной системе помимо гармоник возникают еще и комбинационные 
частоты, являющиеся результатом взаимодействия отдельных час- 
тот, входящих в состав сигнала. 

С точки зрения преобразования спектра сигнала следует под- 
черкнуть принципиальное различие между линейными параметри- 
ческими и нелинейными системами. В нелинейной системе структура 
преобразованного сигнала зависит не только от формы входного 
сигнала, но и от его амплитуды. В параметрической же системе 
структура спектра. нё зависит от амплитуды входного сигнала. 
Структура спектра определяется только формой входного сигнала 
и законом изменения во времени параметров цепи. 

Особенный интерес для радиотехники представляют свободные 
колебания в нелинейных системах. Подобные колебания называют- 
ся автоколебаниями, поскольку они возникают и могут устойчиво 
существовать в отсутствие внешнего ‘периодического воздействия, 
Расход энергии при колебаниях покрывается в подобных системах 
за счет источника энергии постоянного тока. ь 

Упомянутые в предыдущем параграфе основные радиотехни- 
ческие процессы — генерация, модуляция, детектирование и пре- 
образование частоты — сопровождаются трансформацией частот- 
ного спектра. Поэтому осуществление этих процессов возможно 
либо с помощью нелинейных систем, либо систем линейных, но 
с изменяющимися параметрами. В некоторых системах исполь- 
зуются одновременно как нелинейные, так и параметрические про- 
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цессы. Следует, кроме того, подчеркнуть, что нелинейные элементы 
работают в сочетании с линейными цепями, осуществляющими вы- 
деление полезных компонентов преобразованного спектра. 

В связи с этим деление систем на линейные, нелинейные и пара- 
метрические является весьма условным. При анализе реальных 
радиотехнических цепей, содержащих нелинейные элементы, обычно 
приходится применять разнообразные математические методы — 
линейные и нелинейные — для описания поведения различных 
узлов одного и того же устройства. 

Следует, кроме того, отметить, что даже в пределах линейного 
рассмотрения системы методы анализа зависят от типа линейной 
цепи с сосредоточенными или с распределенными параметрами. 

Применение тех или иных цепей определяется рабочим диапа- 
зсном частот. Отсюда ясно, что полная классификация радиотехни- 
ческих цепей не может быть проведена в отрыве от используемых 
диапазонов частот. 


1.5. ПРОБЛЕМА ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТИ КАНАЛА СВЯЗИ 


Ранее уже отмечалось, что радиотехника занимается передачей 
информации. Комплекс устройств, используемых для передачи ин- 
формации от ее источника к получателю (а также разделяющая их 
среда), образует канал связи. От канала связи требуется по 
возможности полная передача информации. Потери информации 
могут вызываться искажениями сигналов из-за несовершенства 
отдельных элементов канала, а также из-за помех. 

Помехи возникают во всех элементах канала связи: как в среде, 
используемой для передачи сигнала от передатчика к приемни- 
ку, так и в технических устройствах, выполняющих, необходимые 
преобразования сигнала. В первом случае помехи называются 
внешними, во втором — внутренними. 

Внешние помехи образуются за счет различного рода атмосфер- 
ных явлений (молниевые разряды, электризация частиц за счет тре- 
ния их друг о друга и об антенну и т. д.) и шумов космического 
происхождения (радиоизлучение Солнца и звезд) или являются ин- 
дустриальными — искрение в токосъемных механизмах, при элект- 
росварке, при включении и выключении агрегатов и сетей, при ра- 
боте систем зажигания в двигателях внутреннего сгорания и т. д. 
Помехи радиоприему создает работа медицинского оборудования — 
рентгеновских установок, физиотерапевтических устройств. По- 
мехи образуются сигналами от радиоустройств, работающих на 
близких частотах. Помехи могут быть также умышленными, 
создаваемыми средствами радиопротиводействия противника. 

Внутренние (или собетвенные) шумы, обязанные своим возник- 
новением дискретной природе заряженных частиц, образуются из-за 
теплового движения этих частиц в элементах электрических цепей, 
из-за дробового эффекта в электронных приборах и ряда других 
явлений, имеющих место при работе радиотехнических устройств. 
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Особенно сильно действие внутренних шумов проявляется при боль- 
шом усилении сигнала, как это имеет место при приеме слабых 
сигналов. Одновременно с полезным сигналом усиливаются и шумы, 
которые могут по интенсивности оказаться соизмеримыми с сигна- 
лом, в результате чего последний окажется частично или пол- 
ностью замаскированным. 

Наиболее радикальным средством борьбы с помехами является 
их уничтожение или ослабление в месте возникновения. 

Для этого (применительно к источникам индустриальных поз 
мех) следует улучшать` состояние контактов, использовать экрани- 
рование, включение искрогасящих устройств, специальных филь- 
тров и т. д. Устранение помех от радиоустройств достигается ра- 
циональным размещением (распределением) частот, регламенти- 
руемым специальными международными соглашениями, улучше- 
нием качества передачи путем уменьшения нежелательного (пара- 
зитного) излучения, увеличением стабильности несущей частоты, 
применением направленных антенн и т. д. `Все это позволяет в ка- 
кой-то мере разрешить проблему «тесноты в эфире». Следует также 
по возможности выбирать частотный диапазон, в котором шумы 
минимальны. - 

Принципиально наиболее сложной является задача ослабления 
собственных шумов, но и здесь можно достичь существенного умень- 
шения их интенсивности путем применения усилительных устройств, 
работающих в режиме глубокого (например, до температуры жид- 
кого гелия) охлаждения, в результате чего снижается интенсивность 
теплового движения’ частиц. 

Тем не менее, несмотря на все эти меры, полностью избавиться 
от помех невозможно. Всегда остаются собственные шумы той или 
иной интенсивности, шумы Галактики и других источников косми- 
ческого радиоизлучения, атмосферные помехи и т. п. 

Опасность искажений сигнала за счет помех обусловлена тем, 
что в силу случайного характера помех однозначное соответствие 
принятого сигнала и посланного сообщения нарушается и стано- 
вится лишь более или менее вероятным. Возникают ошибки при · 
приеме — опасность замены одного сообщения (того, которое в дей- 
ствительности передано) другим возможным, которое в этом случае 
будет доставлять ложную информацию. 

Таким образом, у получателя сообщений теперь уже отсутствует 
полная уверенность в достоверности принятого сообщения, прием 
становится ненадежным. Предпринимать какие-либо действия на 
основе такого сообщения становится рискованным. Поэтому цент- 
ральной проблемой радиотехники была и остается проблема по- 
мехоустойчивости связи. 

Система связи должна быть спроектирована так, чтобы она 
обладала способностью наилучшим образом противостоять мешаю- 
щему действию помех. 

Проблема помехоустойчивости радиосвязи включает в себя боль- 
шое число других проблем, охватывающих все разделы радиотех- 
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ники: генерирование мощных колебаний, освоение и выбор волн, 
обеспечивающих благоприятные условия распространения, исполь- 
зование антенн направленного действия, поиски новых видов ра- 
диосигналов и новых способов их обработки на фоне помех и др. 

В связи с тем, что любые помехи, как правило, представляют 
собой случайные процессы, успешное решение проблемы помехо- 
устойчивости немыслимо без привлечения методов теории вероят- 
ностей и теории случайных функций. Значение этих методов для 
радиотехники особенно возросло после создания общей теории свя- 
зи, которая по существу есть статистическая теория. 


1.6. ЗАДАЧИ И СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 


Основной задачей курса является изучение физических явлений 
в радиотехнических устройствах и овладение методани математи- 
ческого описания этих. явлений. 

Содержание курса можно определить как теорию ТЕ. 
и радиоцепей, изучаемую по возможности с позиций теории инфор- 
мации. 

В соответствии с такой постановкой задачи курс включает 
в себя: 

1. Анализ сообщений и радиосигналов — детерминированных . 
и случайных. 

2. Анализ случайных процессов (шумов). 

3. Установление связи между параметрами сигналов и их 
информационной емкостью. 

4. Теорию передачи сигналов через радиотехнические цепи. 

5. Развитие теории линейных цепей применительно к радиотех- 
ническим процессам и преобразованиям (теория систем с обратной 
связью, теория устойчивости линейных систем, теория цепей с за- 
держкой, теория цепей с переменными параметрами). 

6. Синтез и преобразование сигналов — генерирование колеба- 
ний, модуляцию, детектирование, преобразование частоты, умно- 
жение и деление частоты, теорию параметрического возбуждения и 
усиления и т. д. 

7. Изучение статистических явлений в радиотехнических це- 
пях — прохождение шумов совместно с сигналами через линейные 
и нелинейные звенья канала радиосвязи, преобразование стати- 
стических характеристик сигналов и шумов и т. д. 

8. Ознакомление с основными принципами борьбы с помехами 
и повышения помехоустойчивости радиосвязи. 

В данной книге материал расположен в следующем по- 
рядке. 

В главах 9, Зи 4 изучаются характеристики сообщений и сиг- 
налов: спектральные, временные и информативные. 

Главы 5 и 6 посвящены. передаче сообщений и радиосигналов 
через линейные цепи — апериодические и резонансные. В главах 7 
и 8 рассматриваются линейные цепи с задержкой, системы с обрат- 
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ной связью и вопросы их устойчивости. Глава 9 посвящена линей- 
ным цепям с переменными параметрами. 

Во второй части учебника будут рассмотрены нелинейные цепи, 
генерирование колебаний, модуляция, детектирование и некоторые 
другие нелинейные процессы, а также взаимодействие сигнала и 

- помехи в основных звеньях радиотехнического тракта. Заключи- 
тельные две главы будут посвящены основным принципам повыше- 
ния помехоустойчивости радиосвязи, а также проблеме синтеза 
линейных фильтров, «оптимальных» по отношению к заданным 
сигналам (на фоне шумовой помехи). : 


ГЛАВА 2 


СИГНАЛЫ 


2.4. КЛАССИФИКАЦИЯ СИГНАЛОВ. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


В радиотехнике приходится иметь дело с электрическими сиг- 
налами, которые связаны с передаваемыми сообщениями принятым 
способом кодирования. 

Можно сказать, что электрический сигнал представляет собой 
физический (электрический) процесс, несущий в себе информацию. 

Количество информации, которое может быть передано с помощью 
некоторого сигнала, зависит от основных его параметров: длитель- 
ности, полосы частот, мощности и некоторых других характеристик. 
Важное значение имеет также уровень помех в канале связи: чем 
меньше этот уровень, тем болышее количество информации можно 
передать с помощью сигнала с заданной мощностью. 

Прежде чем говорить об информационных возможностях сигна- 
ла, необходимо ознакомиться с его основными характеристиками. 
Целесообразно рассматривать отдельно детерминирован- 
ные ислучайные сигналы. 

Д етерминированным называют любой сигнал, кото- 
рый может быть задан в виде некоторой определенной функции 
времени. Примерами детерминированных сигналов могут служить 
импульсы или пачки импульсов, форма, величина и положение во 
времени которых известны, а также непрерывный сигнал с задан- 
ными амплитудными и фазовыми соотношениями внутри его 
спектра. `. 

Детерминированные сигналы могут быть подразделены на пе- 
риодические и непериодические. 

Простейшим периодическим детерминированным сигналом яв- 
ляется гармоническое колебание (ток, напряжение, заряд, напря- 
женность поля), определяемое законом! 


50) = Асоз (11 —$) = Ас05 1 — У) р. (2.1) 


при оо <Ё< - оо. 
Через А, Т, © и № обозначены постоянные: амплитуда, период, 
угловая частота и начальная фаза колебания. 


1 Здесь © используется для обозначения частот управляющих сигналов 
(сообщений). 
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Строго гармоническое колебание называют монохрома- 
тическим колебанием. Этим заимствованным из оптики терми- 
ном подчеркивается, что спектр гармонического колебания состоит 
из одной спектральной линии. У. реальных ‘сигналов, имеющих 
начало и конец, спектр неизбежно «размывается». Поэтому строго 
монохроматического колебания в природе не существует. В дальней- 
шем под гармоническим и монохроматическим сигналом условно 
будет подразумеваться колебание, определяемое функцией, совпа- 
дающей с выражением (2.1) в интервале конечном, но достаточно 
большом, чтобы можно было не учитывать влияния «концов». 

Любой сложный периодический сигнал, как известно, может 
быть представлен в виде суммы гармонических колебаний с часто- 


2 
То 
стикой сложного периодического сигнала является поэтому его 
спектральная функция, содержащая информацию об амплитудах 
И фазах отдельных гармоник. 


Под непериодическим детерминированным сигналом 
подразумевается любой детерминированный сигнал, для которого 
не существует конечного отрезка времени Т, отвечающего 
условию 5$(0 = 5(/ + Т). 

Как правило, непериодический сигнал ограничен во времени. 
Примерами таких сигналов могут служить уже упоминавшиеся 
импульсы, пачки импульсов, «обрывки» гармонических колеба- 
ний ит. д. 

Непериодические детерминированные сигналы представляют 
основной интерес, так как преимущественно такие сигналы исполь- 
зуются в практике. 

Основной характеристикой непериодического сигнала, как и 
в случае периодического, является его спектральная функция; 
однако, структура спектра непериодического сигнала. имеет неко- 
торые особенности, которые будут подробно рассмотрены 
ниже. 

Случайные сигналы представляют собой .хаотиче- 
ские функции времени. Такой функцией является, например, элект- 
рическое напряжение, соответствующее речи, музыке, последова- 
тельности знаков телеграфного кода при передаче неповторяюще- 
гося текста. К случайным сигналам относится также последователь- 
ность радиоимпульсов на входе радиолокационного приемника, 
когда амплитуды импульсов и фазы их высокочастотного заполне- 
ния флуктуируют из-за меняющихся условий распространения, 
положения цели и некоторых других причин. Можно привести 
большое число других примеров случайных сигналов. По существу 
любой сигнал, несущий в себе информацию, должен рассматривать- 
ся как случайный. Перечисленные выше детерминированные сиг- 
налы, «полностью известные», информации уже не содержат. 

Для характеристики и анализа случайных сигналов применяется 
статистический подход. 

ГА 


тами, кратными ‘основной частоте © = Основной характери- 
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В качестве. основных характеристик случайных сигналов при- 
нимают: а) закон распределения вероятностей и б) спектральное 
распределение мощности сигнала. 

На основе первой характеристики можно найти относительную 
длительность пребывания величины сигнала в определенном ин- 
тервале уровней, отношение максимальных значений к ‘средне- 
квадратичному (пикфактор) и ряд других важных параметров 
сигнала. 

Вторая характеристика дает лишь распределение по частотам 
средней мощности` сигнала. Более подробной информации относи- 
тельно отдельных составляющих спектра — об их амплитудах и 
фазах — спектральная характеристика случайного процесса не 
дает. 

Наряду с полезными случайными сигналами в теории и практике 
приходится иметь дело со случайными помехами — «шумами». 
Как уже упоминалось выше, уровень шумов является основным 
фактором, ограничивающим скорость передачи информации при 
заданном сигнале. Поэтому изучение случайных сигналов неотде- 
лимо от изучения шумов. Эти вопросы рассматриваются в $ 2.11, 


2.2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ СИГНАЛЫ 


Любой сигнал, для которого выполняется условие 
$ = (0+ Т), 


где Т — «период повторения» (рис. 2.1), может рассматриваться 
как сумма гармонических колебаний с угловыми частотами 


О, = п-2 = п. = п-2лЕз; п 0510003: 


ў 1 Е 4 
Частота Е, = т (и соответствующая ей угловая частота ©; = 


= 2лА!) называется основной частотой сигнала, а кратные 
ей частоты Ё, = пЁ; —высшими гармониками (или «обер- 
тонами»). · 

Разложение сложного периодического сигнала 5$(1) на простей- 
шие гармонические колебания производится с помощью ряда Фурье, 
который может быть записан в тригонометрической или комплекс- 
ной формах: 


Й 


х 


5) = 3 + Х, (а, 051. 2-Е Б, зп по; В) = 


п= 1 


+ У, соѕ(п9,# — + (2.2) 


п= 1 
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+оо + со 
= т )- Ае! ("9 -9) — т 9: А, е!" (2.3) 
п= — 00 п= — 00 


а 
Здесь = — постоянная составляющая (среднее, значение); 


а, и Б, — амплитуды косинусоидальных и синусоидальных чле- 
нов разложения $ (2). ў 


а |[ (0), (2.4) 
=Ту2 8 

о +Т7/2 

а, = т | $ (1) соѕ 9; Е 4, (2.5) 
ү/а 
+ту2 

= (50) зіппо га. . (2:6) 
=Т/2 


В случае тригонометрического представления ряда Фурье 
амплитуда А, (модуль) и фаза ф, (аргумент) л-й гармоники свя- 
заны с коэффициентами ряда а, и ё, следующими соотношениями: 


ања 22, (2.7) 
р, = агсіє =. ь (2.8) 


“ 


Комплексная амплитуда А, связана с А, и\ф,, а также са, и 6, 
выражениями: 


А, = А, е7“ = д, — 1, 


тат 2.9 
А. = Ае" =а, + Б, Е. 


2в* 2? 


Амплитуды А, и А_„, являющиеся взаимно сопряженными 
комплексными величинами, отвечают условию: 


А,- Аи = (а, —16,) (а, 4-16,) = ап + = Ая. (2.10) 


На основании выражений (2.5) и (2.6) можно также написать: 


Б +т/2 з 
$ т т), 5 (К е-мзи др, (2.11) 


где целое число п может принимать как положительные, так и отри- 
цательные значения. 

Отметим, что фазовый угол %, есть функция, нечетная относи- 
тельно п (т. е. относительно частоты), а модуль комплексной ампли- 
• туды — четная функция. В самом деле, непосредственно из выра- 
жений (2.5) и (2.6) видно, что действительная часть амплитуды 
а, есть функция четная, а мнимая Ё, — нечетная относительно п. 
Отсюда в соответствии с формулой (2.8) получаем 


фа фа | (2.19) 
Четность модуля А, вытекает непосредственно из выражения 
(2-7). 
Сопоставление (2.2) и (2.3) показывает, что фигурирующие 
в последнем выражении отрицательные значения п позволяют го- 
ворить об «отрицательных» частотах. 
Для выяснения смысла компонентов с отрицательными часто- 
тами обратимся к простейшему гармоническому колебанию 
[см. (2.1)] и представим его в одной из следующих двух форм: 


5 (2) = Асоз (© — 4) = АВе [е (8—%)], 


5 (#) = Асоѕ (07 — $) = + Ти Еа ИА 

Первой из этих форм соответствует векторное представление, 
изображенное на рис. 2.2,а, а второй форме — на рис. 2.2,6. 

Действительная функция $(#) получается в первом случае как 
проекция ОВ вектора А на горизонтальную ось, а во втором — 
как сумма проекций ОВ на ту же ось двух векторов с амплитудами „ 
1/5 А, вращающимися с угловой частотой © во взаимно противопо«&% 
ложных направлениях. | 

В соответствии с этим второе слагаемое в правой части выра- 
жения (2.13) можно трактовать как колебание с «отрицательной» 
частотой, что приводит к следующей записи: 


(0 = А [е6 19) е (8—1—0-)], (2.14) 


причем О = — 9+ и ф_ = — фу. 

Нетрудно видеть, что в данном случае «отрицательные» частоты 
имеют формальный характер и связаны с применением комплексной 
формы для представления действительной функции времени. 
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Гармонической составляющей с какой-либо «физической» час- 
тотой ©, согласно выражению (2.14) соответствует следующая 
пара слагаемых, входящих в выражение (2.3):. 


з Ае (ке) 1 Де! (98) Ч. 


о -— м ———— 


а) 


Рис. 2.2, 


Вследствие четности модуля и нечетности фазы относительно 
Е эта пара слагаемых дает в сумме гармоническую вещественную 
функцию, выраженную через положительную частоту: } 


1А, [соѕ (0,2 — $) + т (0,7 — $] + 


+5 Ал [с05(— 9,2-4 %,) -- 2 ѕіп(— 9, + Ф) = 
= А, соѕ (0,2 — %,). (2.15) 


Таким образом, при испельзовании удобной для анализа фор- 
мулы (2.3) всегда можно освободиться от отрицательных частот 
путем перехода к тригонометрической форме. 

Из дальнейшего будет видно, что в некоторых случаях «отрица- 
тельная частота» имеет такой же смысл, как и положительная. 
Так обстоит дело, например, при определении частоты как скорости 
изменения фазы колебания. При таком толковании «положитель- 
ная» и «отрицательная» частоты равноправны. 

Если сигнал представляет собой функцию, четную относитель- 
но р т. е. 5(1 = 5(— 2, в тригонометрической записи остаются 
только косинусоидальные члены, так как коэффициенты 6; в со- 
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ответствии с формулой (2.6) обращаются в нуль. Для нечетной от- 
носительно і функции 5(/), наоборот, в нуль обращаются коэф- 
фициенты аһ [формула (2.5)] и ряд состоит только из синусоидаль- 
ных членов. 

Периодических, в строгом смысле этого слова, сигналов, кото- 
рые длятся от {Ё = — оо доѓ = + оо, в природе не существует. 
Однако при рассмотрении установившихся процессов результат 
анализа не изменится, если периодический сигнал конечной дли- 
тельности продолжить с тем же периодом на всю ось времени — 


— << + ә. 


0 о, о; о; о, 19) 
Рис. 2.3. 


Две характеристики — амплитудная и фазовая, т. е. модуль и 
аргумент комплексной амплитуды [формулы (2.7) и (2.8)], полностью 
определяют структуру частотного спектра периодического сигнала. 
Наглядное представление о «ширине» спектра и относительной ве- 
личине отдельных его составляющих (гармоник) дает графическое 
изображение спектра (рис. 2.3). По оси ординат отложены модули 
амплитуды, по оси абсцисс — частоты гармоник. Для исчерпываю- 
щей характеристики спектра подобное изображение должно быть 
дополнено заданием фаз отдельных гармоник. 

Спектр периодической функции называется линейчатым 
или дискретным, так как состоит из отдельных «линий» 
соответствующих дискретным частотам: 0, ©, ©, = 20, ©, = 
= 3 0; ИТ: д. 

Использование рядов Фурье для гармонического анализа слож- 
ных периодических сигналов в сочетании с принципом наложения 
представляет собой эффективное средство для изучения влияния 
линейных систем на прохождение сигналов. Следует, правда, от- 
метить, что определение сигнала на выходе системы по сумме гар- 
моник с заданными амплитудами и фазами является непростой 
задачей, особенно если не обеспечивается быстрая сходимость ряда 
Фурье, представляющего сигнал. Отметим, что наиболее распрост- 
раненные в радиотехнике сигналы этому условию не отвечают, и 
для удовлетворительного воспроизведения формы сигналов обычно 
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99, 


необходимо суммировать большое число гармоник. Следует по- 
этому считать, что’ в случае сложных периодических сигналов при- 
менение метода рядов Фурье удобно более для анализа сигналов, 
нежели для их синтеза ". 


2.3. ПРИМЕРЫ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


1. Периодическая последовательность прямоугольных импульсов 
(рис. 2.4,а). Амплитуда импульсов равна Ё, длительность равна т. 


е(?) 


=; -Т+т 0 т Т ТГ т 


97-72‘ -Ть р -7 0 7 7-72 ТУ ТР 
6) 


Рис. 2.4. 


Применяя формулы (2.4), (2.5) и (2.6), находим среднее значение 
(«постоянную составляющую») 


Е,= %= 1. {Ей = Е; (9.16) 
0 


2 Е, : 
а, = т | Есозп9, 242 = ттд (91 по], = Е тп, т; (2.17) 


1 Трудности, связанные с осуществлением синтеза сигналов по заданным 
рядам Фурье, в значительной степени могут быть преодолены с помощью 
подробных таблиц сумм тригонометрических рядов, а также с помощью 
правил для перехода от сумм одних рядов, к суммам других, разработанных 
А. М. Заездным (см. Заездный А. М. Гармонический синтез в радио- 
технике и электросвязи. Госэнергоиздат, 1961). 
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амплитуду синусоидальной составляющей п-й гармоники 


т 


2. 2. Е т 
„= т] Е ѕіп 09, 2 4Ё = т; [сози 4 = 
ЕН 9 2.18 
= == (1 — соз п; т). (2.18) 


Далее с помощью формул (2.7) и (2.8). находим модуль и 
фазу п-й гармоники 


АРЕ = У (ѕіпло, т)? + (1 — соѕ по, т)? = 


= Ё у (—созпу т) = 2 | зіп "817; (9.19) 
1— о 9 
Ф, = а = а”. (2.20) 


Подставляя найденные коэффициенты А, в выражение (2.2), 
приходим к следующему ряду Фурье для изображенной на 
рис. 2.4, а импульсной последовательности: 


нана 
п= 1 


ат 


ії 1ў (1 008 4 <) зло, | = 


Е Фе. 
2 2 
= Е р = 2 = С05 (0911 — ы 7 (2.21) 


Используя комплексную форму ряда Фурье, в соответствии 
с выражением (2.11) находим комплексную амплитуду: 


д јасна В еер 
О ЕЧ — 119. РЕ 
= т ра —е 3 = т по; (1 — с03п 917 - {п лу т) = 
== 5 [іп п90; т— #(1 — соѕ по, т)]. (2.22) 


Аргумент правой части этого выражения определяет фазу фи, 
совпадающую с выражением (2.20). При ином выборе начала отсче- 
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рт ® 


та времени (рис. 2.4,6) функция е(№ является четной относительно 
ри для нее имеем 

а РЕ Не 
Е 


= — 2 [соз по Е 0 


= 2 [іп по, 1] 
(2.23) 


При этом тригонометрическая форма ряда принимает вид: 


4 о пут. 
аа РО 

е(# = Е та ———_ с0509,/]|. (2.24) 

т п 
= п= 1 

Последовательность пря- 
моугольных импульсов часто 
рассматривается в радиотех- 
нических задачах. 

2.. Последовательность 
радиолокационных видеоим- 
пульсов. Характерной особен- 
ностью этой последователь- 
ности является очень малое 
отношение длительности им- 
пульса к периоду повторе- Рис, 25. 


ния, т. е. т «1 (рис. 2.5). 


е(2) | 


ЕТЕР 0 т Т 7-т 12 


Т 
Величина № = =, обратная этому отношению, получила назва- 


ние «скважности» импульсной последовательности. 

При больших значениях № спектр сигнала содержит очень 
большое число медленно убывающих по амплитуде гармоник 
(рис. 2.6). Расстояние между спектральными линиями очень мало 


91т ия РЧ 

(= л г), а амплитуды соседних гармоник близки по величине. 
Это наглядно видно из формулы (2.19), которую ‘в данном случае 
удобно записывать в несколько видоизмененном виде: 


А = | Уп (1-я т). 


тп Т 
При т « 1 аргумент синуса с ростом л изменяется медленно. 


При малых значениях л, т. е. для гармоник невысокого поряд- 
ка, можно считать 


я Е С с 
ЗШ (лт) ПЛ 


ум Таз 
а амплитуды гармоник равными 
у 2Е птт 2% р ; 5 
Е = ЕЯ. (2.25) 
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Заметим, что при г <! постоянная составляющая, равная 
Ао =Е +, вдвое меньше, чем амплитуды ближайших гармоник. 


Существенно также, 
что постоянная состав- 
ляющая во много раз 
меньше амплитуды `им- 
пульса Ё. 

3. Пилообразное на- 
пряжение (рис. 2.7). 
Подобные функции часто 
встречаются на практи- 
ке в устройствах для 
развертки изображения 
в осциллографах. Так 
как эта функция являет- 
ся нечетной, ряд Фурье 
для нее содержит только 
синусоидальные члены. 
С помощью формул 
(2.5) — (2.7) нетрудно 
определить коэффициен- 
ты ряда Фурье. Опус- 
кая эти выкладки, напишем окончательное выражение для 
ряда: \ 


Рис. 2.6. 


ей = 2Е (по, зіп 20, # 1 чт 39, # — 15149, # + =... 
(2.26). 


1 
Как видим, амплитуды гармоник убывают по закону =, где 


п =1, 2, 3... На рис. 2.8 показан график суммы первых пяти гар- 
Моник. 


4. Последовательность треугольных импульсов (рис. 2.9). Ряд 
Фурье имеет для этой функции следующий вид: 


е() = Е [$ — = (о 9,1 310339, # + 1 соз 59, 1+.) |. (2.27) 


РА 


На рис. 2.9 изображена сумма первых трех членов этого ряда. 
Отметим более быстрое убывание амплитуд гармоник, чем в преды- 
дущих примерах. Это объясняется отсутствием разрывов (скачков) 
в функции. 
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Рис. 2.8 
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2.4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МОЩНОСТИ В СПЕКТРЕ ПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Пусть сигнал $(#) (ток, напряжение) представляет собой слож- 
ную периодическую функцию времени с периодом Т. 

Под средней за период мощностью сигнала можно подразумевать 
величину ~. 


т: 
80 = | 5200) 4, (2.28) 
= Е 0 Н 
в предположении, что сопротивление нагрузки равно 1 ому. 
Черта над функцией обозначает операцию усреднения по вре- 
мени. 
Разложим сигнал 5(#) в ряд Фурье: 


Бя к 
$ (6) = | + Ў (а, соѕлпо, Ё -- 6, зіппо, Ё) (2.29) 
п= | 
и подставим под интеграл в выражении (2.28). 
При возведении в квадрат правой части выражения (2.29) по- 
лучатся слагаемые следующих видов: 


1) (5) 


2) а2 со? по, Ёи 62 5іп по, 6 

3) произведения косинусов и синусов с аргументами неодина- , 
ковой кратности. 

При интегрировании за период Т исходной функции последние 
слагаемые обращаются в нуль. 

Слагаемые второго вида после приведения к форме 


а? (= 4 = соѕ 210. ђ и 62 а — = соѕ 219. ) 


и интегрирования в пределах 0, Т дают 


2 


40 „. 
ет. 


2 
а 
Постоянное слагаемое т после интегрирования дает 


Таким :образом, Еа мощность сигнала 


== +32 "+ 0а) = У 5 (2.30) 


` п= |] 


а 
где $, = 5. — постоянная составляющая, а. 

5, — амплитуда л-й гармоники сигнала. 
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При использовании комплексного, ряда Фурье этот результат 
в соответствии с формулой (2.10) может быть представлен в форме 


со 1 о 5% 
5207) т 8, ГУ 55, (2.31) 
= п=—00 


Если $(1) представляет собой электрический ток КВ, то при прохож- 
дении через омическое сопротивление г выделяется мощность 
(средняя за период Т): 


= зе Д 
Т АЫ (йл № + 79 +... . (2.32) 


Итак, полная мощность является суммой средних мощностей, 
выделяемых по отдельности постоянной составляющей /, и гармо- 
никами (с амплитудами [1, Г, ит. д.). 

Это означает, что мощность не зависит от фазировки отдельных 
гармоник. Изменение формы сигнала, получающееся при изменении 
фазовых соотношений между отдельными гармониками внутри 
спектра, не оказывает влияния на величину средней мощности 
сигнала. 

В энергетическом отношении отдельные спектральные составляю- 
щие сложного периодического сигнала аддитивны. Это озна- 
чает, что суммарную среднюю мощность подобного сигнала можно 
определять как сумму мощностей отдельных компонентов сигнала. 
Это свойство является результатом ортогональности гармониче- 
ских функций с кратными частотами !. 

По виду огибающей функции 52 можно судить о распределении 
мощности в спектре периодического сигнала. Это позволяет выби- 
рать полосу пропускания цепи, обеспечивающую достаточно пол- 
ное использование мощности сигнала. 


1 Две функции Фф (х) и ф (х) называются ортогональными в промежутке 
[а, 6], если интеграл от их произведения равен нулю: 


д2 
јео) фб) ах = 0. (2.33) 


Из этого общего определения следует, что две тригонометрические 
(гармонические) функции с частотами л; и т©; ортогональны в промежут- 


217 
ке г Т), гае и ‚ если п № т. 
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2.5. НЕПЕРИОДИЧЕСКИЕ СИГНАЛЫ 


Пусть задан физически реализуемый сигнал с конечной энергией. 
Если мощность сигнала отлична от нуля, то сигнал с конечной энер- 
гией должен быть ограничен во времени. В математической форме 
это условие равносильно требованию сходимости интеграла 


+оо 
ОЕ 


—00 


где |5(1)| — абсолютное значение функции 5(#). Иными словами, 
функция 5(2) должна быть абсолютно интегрируемой. 


е Рис. 2.10. 


2 


Для проведения гармонического анализа сигнала, отвечающего 
этому условию, допустим, что сигнал 5(), действующий в конечном 
интервале і, < 2, превращен в периодическую функцию путем 
повторения 5(1) с произвольным периодом Т>Ь — Ё. Тогда для 
этой новой функции применимо разложение в ряд Фурье, причем 


а 
входящие в выражение (2.2) коэффициенты о, @ и 0, в соответствии 


с формулами (2.4) — (2.6) будут тем меньше, чем больше интер- 
вал Т, выбранный в качестве периода. Устремляя Т к бесконеч- 
ности, в пределе получаем бесконечно малые амплитуды гармони- 
ческих составляющих, сумма которых изображает исходную не- 
периодическую функцию 5(, заданную в интервале < і <, 
(рис. 2.10). Количество гармонических составляющих, входящих 
в ряд Фурье, будет при этом бесконечно большим, так как при 
Т-> со основная частота функции ©; = 5 0. Иными словами, 
расстояние между спектральными линиями (рис. 2.3), равное ос- 
новной частоте ©;, становится бесконечно малым, а спектр — 
сплошным. 

Итак, при гармоническом анализе непериодической функции 
получается сплошной спектр, состоящий из бесконечно большого 
количества гармоник с бесконечно малыми амплитудами. } 
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Выразим это математически. Поступаем следующим образом. 
Подставив формулы (2.5) и (2.6) в формулу (2.9), можем написать: 


з і, 
А, == а, —6,= 2 | =01сото,  – 
і, 


\ і 
тие, 14 = 2. | $ (е1. 1 04. (2.34) 
ы 


Подставим это выражение в формулу (2.3): 
+оо 


: і, 
5( = У, реа еа 


я=— со і. 


_ +оо гё, 
=> У | бетга) е!п8: 01. (2.35) 


п=—со ЕЁ 


2 
Здесь учтено, что Т =. При Т > оо получается исходная 
Я 
непериодическая функция 5(#), заданная в интервале & <? < Ёз. 
Очевидно, что при Т- оо частота ©, превращается в 429, 
по, —в текущую частоту ©, а операция суммирования — в опе- 
рацию интегрирования. В пределе получаем двойной интеграл 


Фурье: 


со г, 
(0 = 2 | еге 49 | в(2)е—18/ й. (2.36) 
* — оо і, 


Внутренний интеграл, являющийся функцией ©, 
1, 
509) = | (дет 4 (2.37), 


А в 


называется спектральной плотностью или спектраль- 


ной характеристикой функции $ (1). 
В общем виде, когда не уточнены пределы і; и Ёз, спектраль- 
ная плотность записывается в форме 


+оо , . 
$(0) = | $ (6) е-{1 4. (2.38) 
Е — 0 Я 
После подстановки (2.38) в выражение (2.36) получаем. 


+оо 
= { $ (©) е! 40. (2.39) 
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Выражения (2.38) и (2.39) называются соответственно пря- 
мым и обратным преобразованиями Фурье. 
Из хода предыдущих рассуждений следует, что эти соотношения. 
безусловно справедливы только для абсолютно интегрируемой 
функции 5(8 (см. начало данного параграфа). 

Выражение (2.39) представляет непериодическую функцию в ви- 
де суммы (интеграла) гармонических колебаний с бесконечно малы- 
ми амплитудами. Из сравнения выражения (2.39) с рядом Фурье 
(2.3) видно; что амплитуды этих составляющих равны 


15 (9) 40. 


Сопоставление выражений (2.38) и (2.11) позволяет в наглядной 
форме пояснить смысл термина «спектральная плотность». Именно, 
выделив какую-либо дискретную частоту ©, = п, соответствую- 
щую в случае периодической функции и-й гармонике, получим 
для амплитуды этой гармоники выражение 

2 ( 
Л р 
А,= т | 90е 7а, 
і; 
в случае же непериодической функции, совпадающей с 5(# в интер- 
вале <<, получим для спектральной плотности, соответствую- 
щей той же частоте © = @,, следующее выражение: 
2 | 
8(0,) = | (ета, 
ый 

Так как интегралы в правых частях этих выражений полностью 

сдают, заключаем, что 


5(9,) = Т4 


1 
или, учитывая что Т = =, 
1 


$) = 422, (2.40) 


Знаменатель 2 в правой части этого выражения учитывает, что 
при использовании комплексной формы ряда Фурье, в которой 
фигурируют отрицательные частоты, амплитуды гармоник равны 


[см. (9.14) — (@.15)1. 


Итак, $(0„) получается путем деления амплитуды 4,/2 п-й гар- 
моники на полосу частот Ё, отделяющую соседние линии дискрет- 
ного спектра (рис. 2.3). Следовательно 5(<2) имеет смысл плотности 


амплитуда 
амплитуд и обладает размерностью т 


К этому результату можно прийти еще и следующим образом. 
Составив отношение амплитуды я-й гармоники А, к частотному 
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интервалу между двумя соседними спектральными линиями, т. е. 
к частоте повторения Ё;, и устремив период Т к бесконечности, 
замечаем, что это отношение, т. е. Е. остается неизменным, по- 
скольку с увеличением Т как А», так и Ё; одинаково быстро умень- 
шаются. В пределе, при Т > оо, это отношение и приобретает смысл 
«спектральной плотности» непериодической функции. 

Из соотношения (2.40) вытекает следующее важное положение: 
огибающая сплошного спектра (модуль спектральной плотности} 
непериодической функции и огибающая линейчатого спектра перио- 
дической функции (полученной из непериодической путем‘ продол- 
жения ее с периодом Т) совпадают по форме и отличаются только 
масштабом Е 


А, = 300 = 915 (,). (2.41) 


Спектральная: плотность $(@) обладает всеми основными свой- 
ствами комплексной амплитуды А». По аналогии с (2.9) можно на- 
писать следующее соотношение: 


$0) = А(9) —{В (0) =5(9)е #6), (2.42) 


где 4(9) и В(©) — соответственно действительная и мнимая части 
спектральной плотности; 
$(0) и (9) — амплитудная и фазовая характеристики спек- 
тральной плотности. 
Из формулы (2.38) вытекают следующие выражения для 4(9) 
и В(<), аналогичные выражениям (2.5) и (2.6): 


+оо 

А(0) = {| 500) соз0га, (2.43) 
оо Е і 

Вв(0) = | зто. (2.44) 


Модуль и фаза спектральной плотности определяются выра- 
жениями 


59) =УМ@Е+вВОЬ 02.45) 
(0) = ас 20). (2.46) 


Как и в случае ряда Фурье (см. $ 2.2), модуль ‘спектральной 
плотности есть функция четная, а фаза — нечетная относительно 
частоты 9. ГУАЙ 

На основании формулы `(2.42) нетрудно привести интегральное 
преобразование (2.39) к тригонометрической форме. 
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Имеем 


0 = 5 а) $ (©) еле 49 = 


+ 
== С оаа | 5 (9) те. 


Из четности модуля и нечетности фазы следует, что подынтег- 
ральная функция в первом интеграле является четной, а во втором 
интеграле — нечетной относительно ©. Следовательно, второй 
интеграл равен нулю, и окончательно 2 


+оо 


=> | 5 (0) соѕ (07 —ф) 40 = 


е 1 (50) 603 (9—1) 49.. (2.47) 
0 


Из последнего преобразования видно, что при переходе от ком- 
плексной формы (2.39) к тригонометрической (2.47) отпадает необ- 
ходимость интегрирования в области отрицательных значений (©. 
Обычно этот переход целесообразен в конце анализа; все промежу- 
точные выкладки при применении интеграла Фурье удобнее и проще 
производить на основе комплексной формы (2.39). 

Следует подчеркнуть, что определяемая формулой (2.46) фазо- 
вая характеристика спектральной плотности (©) дает величину 
начальной фазы гармонической составляющей частоты @ относи- 
тельно косинусоидального колебания. Если при какой-либо частоте 
© фаза (0) = 0, то соответствующая этой частоте гармоника имеет 


вид соѕ 9 Если (©) = 5, то гармоника имеет вид ѕіп ©. 


Интегральные преобразования (2.38) и (2.39) очень удобны для 
‚анализа передачи непериодических сигналов через линейные цепи. 
Можно написать следующие очевидные соотношения для сигнала 
е(1) на входе и сигнала и( на выходе линейного четырехполюс- 
ника: 


+оо 
е( = 9- | Е (©) егег 40, (2.48) 
+оо ,. 00. 
| и = 3 { Е(9)К(19) ей 40 = 5- | 0 (©) егег 40, (2.49) 
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где Ё (9)=Е (Ә)е- и плотность напряжения на 
входе, а 0(9)=Е(0) К(19) = Е(9)К(О)е–/%—9) —на выходе 
четырехполюсника, Борова передачи которого есть К (2) == 
=К (©) е, 

Существенным удобством при использовании интеграла Фурье 
является возможность получения выражения для выходного сиг- 
нала в замкнутой форме, а не в виде медленно сходящегося ряда, 
как это имеет место, например, в случае периодической последова- 
тельности прямоугольных импульсов ($ 2.3). Подробно этот вопрос 
будет разобран в гл. 5 при рассмотрении передачи сигналов через 
линейные системы. 


2.6. СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 


Из рассмотрения прямого и обратного преобразований Фурье 
(2.38) и (2.39) вытекают некоторые общие заключения о характере 
$(©) при заданной функции 5( и, наоборот, о функции 5(0 при 
заданной функции $(0). 

Если в обратном преобразовании (2.39) заменить $(0) на 
$ (0) е/8%, где & — постоянная величина, имеющая размерность 
времени, то 5 (#) переходит в 5(2 + 4). 


Действительно, 
со 
зае 
+оо : 
Б. = | 5$(0) её ® (#5) ДО 5 (2+ 2). (2.50) 
— оо 


Из этого можно сделать вывод, что если ‘всем составляющим 
спектра функции 5(#) дать фазовый сдвиг ф= -Е®&, линейно связан- 
ный с частотой ©, то функция 5$(/) сдвигается во времени на + В. 
Очевидно и обратное положение: сдвиг во времени функции 5$(# 
на величину +- і, означает изменение фазовой характеристики 
спектральной плотности $(9) на величину + 9&. 

Из указанных свойств преобразований (8.38) и (2.39) следует, 
что для неискаженной передачи сигналов амплитудно-частотная ха- 
рактеристика системы должна быть равномерна, а фазо-частотная 
характеристика — линейна в пределах всего спектра сигнала (или по 
крайней мере той части спектра, в которой сосредоточена основная 
доля общей энергии сигнала). Действительно, пусть модуль коэф- 
фициента передачи цепи не зависит от частоты и является постоян- 
ной величиной К(©) = Ко, а фаза — линейной функцией частоты 


Ф (52) =— 1,0. 
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Тогда, если на входе цепи действует сигнал 5(№ со спектром $(9), 
то выходной сигнал имеет вид: 


+оо 
Ѕвых (Ё) = КЫ | $ (9) К (10) е!?: 4® = 


+оо Р 
1 ег РТ 1 
= тс | 5$ (0) Куе“ ей: 48 =Коэ- { $ (0) в 4-5) 49. 
— со 5 


Основываясь на выражении (2.50), этот результат можно 
записать в следующей форме: 


бвых (1) = Ко5(— Ё). 


Это означает, что при прохождении через систему с равномер- 
ной амплитудно-частотной и линейной фазо-частотной характери- 
стиками сигнал полностью сохраняет свою форму; изменяется лишь 
величина сигнала (в К, раз) и появляется запаздывание («время 
пробега»), равное &, т. е. наклону фазовой характеристики системы 


в > [8 |. (2.51) 


В физически выполнимых (реальных) цепях наклон фазовой 
характеристики Ф(©) всегда отрицателен в полосе пропускания, 
так как непериодический сигнал на выходе, естественно, не может 
опережать сигнал на входе цепи. 
нса теперь к рассмотрению $(9) для различных функций 
5(1). 

1. Пусть 5( есть функция, четная относительно і. Переписав 
выражение (2.38) в виде 


4 +оо +оо 
509) = | (0) соз94—1 | 509 пога, 
— о | —оо 


` убеждаемся, что при четной 5(/) второй интеграл равен нулю, так 
как произведение $(1) зп является функцией, нечетной относи- 
тельно /, а пределы интегрирования симметричны. 

Таким образом, при 5(#), четной относительно 2, функция 8(9), 
определяемая первым интегралом, есть функция, вещественная и 
четная относительно 0. 

2. Если 5(1) нечетна относительно &, то в нуль обращается первый 
интеграл и 


+оо 
500) = —і | 5@упо1 4. 
—с , 


В этом случае $5() — нечетная и чисто мнимая функция Ф. 
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3. Если, наконец, $(#) не является четной или нечетной функ- 
цией относительно #, то ее можно разложить на две функции: чет- 
ную 51(й и нечетную 5»(0. 

В этом случае $(%) представляет собой комплексную функцию ©. 

Из доказанного вытекает, что в случае четной функции $(0 
в выражении (2.38) можно произвольно изменять знак перед ©. 
Следовательно, в этом случае интегралы в выражениях (2.38) и 


$ 500) 
о, И Е 0 л 2л ет 
а) Ру. б) 2 
5) 500) 
ГА 
7760 97 Е, 2л бп 
6) г) 
Рис, 2.11. 


(2.39) совершенно подобны и переменные © и і взаимно заменимы. 
Это важное положение позволяет устанавливать соответствие между 


частотными и временными характеристиками сигнала. 

В частности, если прямоугольному импульсу $(1) (рис. 2.11, а) 
соответствует спектр, показанный на рис. 2.11,6, то спектру $(9) 
с прямоугольной огибающей (рис. 2.11,6) должна соответствовать 
функция времени 5(1), изображенная на рис. 2.11,г. 

Спектр прямоугольного импульса (рис. 2.11,6) почти неизме- 
нен в некоторой области частот, близких к нулю, иными словами, 


127 е 
в этой области частот (о =) его можно считать равномерным. 


На рис. 2.11,г, как сказано выше, изображена функция времени 
$(1), соответствующая прямоугольному спектру. Таким образом, 
рис. 2.11,г дает наглядное представление о том, как изменяется 
форма прямоугольного импульса, если из его спектра отбросить 


2п 
все частоты вне полосы частот, где © «<. 
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2.7. СПЕКТРЫ НЕКОТОРЫХ НЕПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 


Как уже отмечалось в $ 2.3, структура частотного спектра пол- 
ностью определяется двумя характеристиками: амплитудной и фа- 
зовой, т. е. модулем и аргументом спектральной плотности $(9). 

Указанные характеристики для функций 5(1), отвечающих усло- 
вию абсолютной интегрируемости, легко определить с помощью 
формул (2.38), (2.45) и (2.46). 

Остановимся лишь на некоторых частных случаях, ‘существен- 
ных для дальнейшего изложения. • 

Рассмотрим единичный скачок, т. е. функцию, определяемую 
условиями: 


5 (9—1 при :> 0, | (2.52) 


5(#)=0 при #< 0. 
А оо 
Для этой функции } |5(0| 4#-> оо, ввиду чего выражения 
0 
(2.38) и (2.39) не могут быть применены непосредственно. Это за- 
труднение легко обойти, если искомую спектральную плотность 
функции 5(#), заданной выражением (2.52), представить как предел 
$(0) для функции 5(/)е—, где с — положительное число, стремя- 
щееся к нулю. Тогда в соответствии с (2.38) искомая спектральная 
плотность для единичного скачка определится выражением 


1 1 = 
509) = трат пе 2. (2.53) 


Таким образом, модуль и аргумент спектральной плотности 
в области положительных частот © будут 


500) =, 
(2.53') 
(00) =>. 


Графики 5(9) и ф(®@) изображены на рис. 2.12 сплошными ли- 
ниями (для © > 0). 

Полученные соотношения могут быть использованы для опреде- 
ления спектра экспоненциального импульса, т. е. функции, опреде- 
ляемой условиями: 


5(0) =е—* при 20, 
5 (0) = 0 при #< 0, 
при а> 0. 


Заменяя в формуле (2.53) величину с на постоянную величину а 
и не совершая предельного перехода, получаем следующее выраже- 
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ние для спектральной плотности экспоненциального импульса 
с единичной амплитудой: 


те Е 
1 1 —іагсіғ 2 


Ф(9) = агсіщ 9 - 


Графики 8(©) и ф(®) для экспоненциального импульса показань: 
на рис, 2.12 пунктирными линиями. 


Рис. 2.12. 


Возвращаясь к единичному скачку, мы видим, что при нулевой 
частоте кривая спектральной плотности уходит в бесконечность, 
что указывает на наличие в составе сплошного спектра скачка дис: 
кретного колебания с конечной амплитудой (в данном случае при 
нулевой частоте). Это следует понимать таким образом, что при 


а 49 
© >05(0) - оо, а Е {5(0) 40 принимает конечное значение, 
0 


Иными словами, в составе рассматриваемой функции имеется по- 
стоянная составляющая с конечной амплитудой. 


Для определения этой постоянной составляющей подставим' 
в (2.39) выражение 


т. е. выражение (2.54), без перехода к пределу а > 0. 
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Тогда получим 


+оо +оо 


$( = = | == еі 40 = = = 207 = РО (оз ОЕНЕ зіп ОВ 29 = 

+оо С +оо 

1 а соѕ 9 © ѕіп 9 

== | пот 49 + = { рт 49 + 

2 КА 

Р +оо +оо з 
і а ѕіп 9 © соѕ © Ы 

|| ека | и] (2.55) 
во ег 


Мнимая часть в этом выражении равна нулю ввиду нечет- 
ности подынтегральных функций. 


В ў 1 
В действительной же части первый интеграл! равен те" при 


4< 0и пе при #>>0, а второй интеграл равен — те при 


4< 0и те" при #>>0. Следовательно, сумма этих интегралов 


равна нулю при #< 0 и е“ при #>0. Полученные результаты 
изображены графически на рис. 2.13, а. 

При устремлении а к нулю получаются функции, показанные 
на рис. 2.13,6. Верхний. график, изображающий постоянную 


{+159 
1 аер! 
1 ЕЕ == асс За == 
Рассмотрим сначала иңтеграл Г = 97 { т Берт ар Уве, 
—ісо 


в котором р = с 4 і0 — комплексная переменная, а путь интегрирования 
проходит по мнимой оси. 

В правой части стоит сумма вычетов относительно полюсов, располо- 
женных справа от мнимой оси {@ при ѓ# < 0 или слева от этой оси при 
> 0 (см. $ 5.2). 

В данном случае подынтегральная функция имеет два полюса ру, = 
= |0. Ў 
Следовательно, при # < 0, когда путь интегрирования проходит по 
замкнутому контуру бесконечно большого радиуса в левой полуплоскости 
< направлением обхода по часовой стрелке, ои 


рі 1 
= — (В [ве с) „== ее = еш р 
І (Вычет в полюсе о) (2% и == 5 ека 


При і > 0, когда направление обхода контура противоположно направ- 
лению вращения часовой стрелки: 


4 ор 
1 = - (Вычет в полюсе р) = + (= 5: и) == . 1 е—= 


48 


составляющую единичного скачка, соответствует первому инте- 
гралу при а-> 0. Иными словами, 


Рис. 2.13, 
Заменяя теперь под интегралом р на #2, получаем 
4- ісо 4-ісо 
1 а соз © а (і ѕіп О) 10) — 
ўа] | т аа += р" сс ва 
—іоо —іоо 
+оо +оо 
1 а с0$ 9 апт О 
рык ад са 
2п ‘аа 4 92 аме аа 927 ВЕ 
—0о0 —оо 


Второй интеграл равен нулю ввиду нечетности подынтегральной функции. 
Таким образом, окончательно, 


+оо : 
1 а с0$ ОЇ 1 + 
=> Ч ат ѓ 
27 | а? $ 93 2 РОЙ 


_© 


Аналогичным образом вычисляется и второй интеграл. 


3 Зак. 2053 49 
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Второй же интеграл при а > 0 дает 


+оо +оо ` 

5 1 9 зіп 9 1 $11 9 

іт ре | ог = | 90649, 
—о0о -— со 


Следовательно, единичный скачок наряду с выражением (2.55) 
может быть представлен в форме 


ТРЕ Е 49. (2.56) 
0 


С помощью выражения (2.56), а также (2.47) легко пояснить 
ө т 
смысл постоянства фазовой характеристики %(9) = 3: В $2.5 уже 


отмечалось, что \р 2) представляет собой начальную фазу гармоники 
с частотой при косинусоидальном отсчете. Следовательно, равен- 


п 
ство (6) = 5 = сопѕі означает, что для образования в момент 


Ё == 0 скачка требуется суммирование сичусоид всех гармонических 
составляющих спектра. Более того, поскольку амплитуды состав- 


1 
ЛЯЮЩИХ убывают по закону а, то наклон всех синусоид в точке 


Ё = 0, пропорциональный производной от синусоиды, оказывается 
одинаковым для всех гармоник, так как 


а ( а эт о) 
р —).0=-030/ |=. 

Сумма бесконечно большого числа синусоидальных гармоник 
(с бесконечно малыми амплитудами) создает в точке і = 0 скачок 
с бесконечно крутым фронтом. 

Рассмотрим теперь спектр прямоугольного импульса. Вместо 
прямого использования общего выражения (2.38) можно восполь- 
зоваться принципом суперпозиции, позволяющим находить спектр 
суммы или разности функций времени в виде суммы или раз- 
ности соответствующих этим функциям спектров. Представим пря- 
моугольный импульс, действующий на протяжении отрезка вре- 
мени от 0 до т, в виде разности двух скачков: одного в момент 
і = 0 и другого в момент { = т (рис. 2.14). 

Для первого скачка спектральная плотность [см. (2.53)] 


А 
51 (©) = =, 
а для второго, в соответствии с выражением (2.50), 
$; (9) — $; (9) е—18:= а е, 
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Следовательно, спектральная плотность прямоугольного им- 
пульса 


5(9) = $1 (9) — 8,09) = 4601 —е—*), (2.57) 
Модуль этого выражения 


$ (©) = г У( — соз т) зіп? т = 


В 
= 2а іп = Ат 52 ь (2.58) 
2 
Отметим, что при © >0 
т 5: 
Шт р — = 1 
о о 
и, следовательно, 
$ (0) = Ат. (2.59) 


Отсюда видно, что при нулевой частоте спектральная плотность 
прямоугольного импульса равна площади импульса. Ниже, в $ 2.14 
будет показано, ‘что этот вывод можно распространить на импульс 
произвольной формы. 

. и ОС 

Зависимость модуля $5(@) от безразмерной переменной > 
изображена на рис. 2.15 сплошной линией. На оси ординат этого 
графика отложена безразмерная функция $(9)/Ат. Пунктирной 


5.02) 


у 


Рис. 2.14. 
Е . 51 


линией показан модуль спектра одной из функций 51(1) [или 52(1], 
т. е. спектра скачка с амплитудой А. В координатах рис. 2.15 эта 
кривая определяется уравнением 


А А 
8.0) == 


9 От 
ба 
ИЛИ 
1 
00) м в 
ИО" 
кор 


я . 
Первый нуль функции $ (9) получается при частоте @; = = 


(рис. 2.15). 


0 ГРА 3л 97 
Рис. 2.15. 


Появление нулей в спектре прямоугольного импульса является 
результатом взаимной компенсации тех гармонических составляю: 
щих скачков 51(1) и 52(#), для которых сдвиг фаз равен целому числу 
2л. Такие сдвиги получаются на частотах 6, отвечающих условию 
т = п2л, где п — любое целое число. На тех частотах спектров 
51(0) и 5,(0), для которых ©т = (21 — 1)л, наоборот, вычитание 
приводит к удвоению амплитуд. 

Если начало отсчета времени совместить с серединой ‘импульса 


(рис. 2.16), т. е. сдвинуть 5(#) на величину 5 в сторону опережения, 


то для полученной функции, четной относительно #, можно написать 
[см. (2.57) и (2.50) 1: - 


А РЕ ЕС 24 0) 
509) = 2002—67) = теп. (2.57) 


52 


Очевидно, что в данном случае $(0) — всегда действительная ве- 
личина, принимающая положительный или отрицательный знак, 


(рис. 2.17). При частотах от © = 0 до 9 = =, те до значения 


Әт Е т 
при котором — = л, чп = >0 и 8(9) — положительная вели- 
чина. Это означает, что в указанной области частот начальные фазы 


5(9) 


Ат 


УО а +02 А 


Рис. 2.16. } Рис. 2,17, 


% (62) всех гармоник равны нулю. В области частот, отвечающих 
условию р 


<, зіп 9" <0, 


8(9) — отрицательная величина, что равносильно скачку фазы 
всех гармоник на величину л. Таким образом, в этой области частот 
Ф (9) = л. В следующей области частот, отвечающей условию: 


29 < 3л, іп 220, 


8(9) опять положительна, что равносильно дополнительному 
сдвигу фазы на лит. д. 

Итак, в рассматриваемом частном случае, когда $(#) — четная 
функция времени, рис. 2.17 дает полную характеристику спектра: 
амплитудную и фазовую. 

На рис. 2.18,а и б изображены отдельно графики модуля и фазы 
спектральной плотности. Каждая перемена знака 8(9) на этом ри- 
сунке учтена изменением фазы $ на угол л. 

Физический смысл этой фазовой характеристики поясняется 
рис. 2.19, на котором сплошными линиями изображены көмпоненты 


спектра с частотами. из первой области (0 <я а < п, ф (9) = 0), 
а пунктирными — из второй области (л Е. ор 2л, ф (9) = 
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Необходимо отметить, что на рис. 2.19 амплитуды показаны в бес- 
конечно увеличенном масштабе. 

На рис. 2.20 показана спектральная плотность прямоугольного 
импульса (симметричного относительно начала отсчета времени), 
которая получается при представлении каждой из составляющих 
спектра в виде суммы положительной и отрицательной частот 


[см. формулу (2.15)]. 


$ (2) 


Рис. 2.18. 


При удлинении импульса расстояние между нулевыми значе- 
ниями 5 (52) (рис. 2.15) сокращается, а начальное значение $(0) (т. е. 
при 6 = 0) возрастает. В пределе, при т > оо, остается один 
скачок 51( и спектр 5(%) вырождается в спектр 51() скачка при 
Ё == 0 (рис. 2.15, пунктирная кривая). При укорочении импульса, 


Р 
наоборот, точка 91 = = ‚ соответствующая первому нулю функции 
5 (52), удаляется от точки © = 0, а величина $ (62) падает. В пределе, 
при т ~ 0, точка © = 2 удаляется в бесконечность и спектраль- 


ная плотность, бесконечно малая по величине, становится равно- 
мерной в полосе частот от 0 до оо. 

Определим в заключение спектральную плотность «гауссова 
импульса» (рис. 2.21, а), совпадающего по форме с графиком нор- 
мального (гауссова) закона распределения: 


{2 


50 = Де 24°. (2.60) 
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Рис. 2.19. 


5(9) 


В=\2лал 


Рис. 2.21. 
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Постоянная а имеет смысл ноловины длительности импульса, 


определяемой на уровне е-/2 = 1. = 0,606 от амплитуды им- 
е 


пульса. Таким образом, полная длительность импульса т, рав- 
на 2а. 
Применяя выражение (2.38), . получаем 


+оо Е 
50 =А | е № е- 1 44. (2.61) 
—оо 


Для вычисления интеграла удобно дополнить показатель степени 
в подынтегральной функции до квадрата суммы: 


і? а і? З 7 2 
= (= 191) Е. ағ 1014-43) | т.а = +4) ых 2), 
где величина а определяется из условия 


: і 
отгы 


откуда 
`9 а 
= у ` (2.62) 
Таким образом, выражение (2.61) можно привести к виду 
+оо 1 2 
ИЯ 
5 (0) = лее (е (= +4) а. 
—со 
Переходя к новой переменной х = = - 4, получаем 
а 


) оту ЖИ 
5 (0) = де . уа | е-** х. 
— оо 


Учитывая, что входящий в это И интеграл равен у. А 
окончательно получаем 


5 (0) = А Ила е та _ = Ве 2, (2.63) 


гдё 6=1/а, В=У 2лаА. 


График этой функции изображен на рис. 2.21, 6. 

Полученный результат имеет важное значение для теории сиг- 
налов. Оказывается, что гауссов импульс и его спектр выражаются 
одинаковыми функциями и обладают свойством симметрии: `для 
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получения одной из них по заданной другой достаточно заменить # 
на ©. При этом спектральная полоса, определяемая на уровне ет /? 


1 2 
от максимального значения, равна 26 = 2. = 2_ = =, а коэф- 
и и 


фициент В = у 2л ад. 
Соответственно, «гауссову спектру» 
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$(0)=Ве 2 (2.64) 
‚отвечает гауссов импульс 
[а АУ 
ттт Ва ж22-225 
(0) = Ае е 2 (2.65) 


1 д Ве 
с длительностью 2— и амплитудой А = ==. 
Ь У2* 


Очевидно, что чем меньше длительность импульса т,, тем шире 
спектральная полоса 25. 


2.8. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ В СПЕКТРЕ НЕПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Если задан сигнал $(1), то интеграл 


+о 
(== { 52 (1) 1 (2.66) 


представляет собой величину, пропорциональную энергии, выде- 
ляемой сигналом (ток, напряжение) в сопротивлении 1 ом. 

Эту энергию можно выразить через модуль спектральной плот- 
ности сигнала 8$(0). Для этого сначала рассмотрим периодическую 
функцию 5пер(й), образованную путем повторения исходной функции 
5(#) с надлежащим образом выбранным периодом Т. По отношению 
к этой периодической функции может быть применена формула 
(2.31) для средней за период мощности сигнала: 


1 


+оо К 
Е 


п=— 00 


причем амплитуда п-й гармоники $, (с частотой и связана 


со спектральной функцией $ (©) соотношением (2.41), 
Таким образом, 


Г ВИ | с 2 | 
бпер (2) = 4 У та 9° № 


п==—0ә 
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‚2 
Энергия: сигнала за период Т, очевидно, равна ТЗпер (#). Сле- 
довательно, 


+оо 
Т 52.(0) = 2 7-53 ("="). 
со 


п=— 


Устремим Т к бесконечности и совершим предельный переход 


аналогично тому, как это было сделано при выводе выраже- 


1 1 2" : 
ния (2.36), т. е. положив т > эт 49, пт © и заменив `опера- 
цию суммирования операцией интегрирования; получим оконча- 


тельно 


Т-+- 20 


+оо оо 
Е = іт 5 (= | [5 (9249 = = [5 (0)] 40. (2.67) 
5 0 


Это выражение называется равенством Парсеваля. 


В отличие от (2.31) формула (2.67) определяет не среднюю мощ- 
ность (которая для любой непериодической абсолютно интегрируе- 
мой функции равна нулю), а полную энергию, выделяемую сигна- 
лом 5(#) за все время его действия. 

Из (2.67) отчетливо видно, что [$(@) |? есть не что иное, как энер- 
гия сигнала, приходящаяся на 1 герц при текущей частоте ©. Ины- 
ми словами, [5(%) ]? является спектральной плотностью энергии 
сигнала 52). 

Вид функции [8(9) ]? позволяет судить о распределении энер- 
гии в спектре непериодической функции, и поэтому формула (2.67) 
может быть использована для выбора полосы пропускания электри- 
ческой цепи, обеспечивающей достаточно полное использование 
энергии сигнала. В частности, при действии сигнала 5({) на фильтр 
нижних частот с затуханием, равным нулю в полосе частот от 0 
до © и равным бесконечности вне этой полосы, энергия на выходе 
фильтра равна 


со +9, +9: 
| [вых бра 1 | [$ Фет | [$ (о): а©, (2.68) 
—со —9@1 0 


где вых (/) — сигнал на выходе цепи. 


2.9. ЕДИНИЧНЫЙ ИМПУЛЬС [ДЕЛЬТА -ФУНКЦИЯЈ] 


В $ 2.7 уже отмечалось, что независимо от формы импульса вели- 
чина его спектральной плотности при частотах, примыкающих 
к нулю, равна площади импульса. Можно поэтому написать сле- 
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дующее приближенное равенство, справедливое для частот © от 
© = 0 до некоторой граничной частоты © == ©: 


+оо 
$ (©) = ) 5 (2) 44=площадь импульса. (2.69) 


—00 


Граничная частота 1 зависит от длительности импульса. Чем 
короче импульс, тем выше эта частота ©. Очевидно, что при 
устремлении длительности импульса т к нулю верхняя граница 
равномерности спектра устремляется к бесконечности. Если при 
укорочении импульса поддерживается неизменной его амплитуда, 
то модуль 8(%) уменьшается. 


Рис, 2.22. 


Рассмотрим теперь импульс, площадь которого при уменьшении 
длительности сохраняется неизменной. Это возможно, если ампли- 
туда импульса обратно пропорциональна его длительности. Три 
примера подобных импульсов изображены на рис. 2.22. 

На рис. 2.22, а показан прямоугольный импульс с длительно- 
стью, равной т, и амплитудой, равной 1/т. Площадь такого импульса 
равна единице. 

Аналогично и для экспоненциального импульса (рис. 2.22, 6б) 
площадь под экспоненциальной кривой 


равна 


Для третьего («гауссова») а (рис. 2.22, в) площадь (при 
амплитуде, равной единице) равна 


+ й 
| е 2% 4 = Ит = 7 41у = ут Ил. 
— оо 
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Для того, чтобы площадь импульса равнялась единице, ампли- 
1 
туда его должна быть =) как это и обозначено на рис. 2.22, в. 
ТСТ 

При устремлении т к нулю амплитуды всех трех рассмотренных 
импульсов устремляются к бесконечно большой величине, но пло- 
щади остаются неизменными и равными единице. 

Импульс, обладающий указанными. свойствами, называется 
единичным импульсом или дельта-функцией 
(а также функцией Дирака) и обозначается в виде функции (2). 
Эта функция может быть определена следующими равенствами: 


ӧ(2) = 0 при #< 0, 
8(#) = т. = оо при 0<#<т, (2.70) 


т» 0 т 


(2) = 0 при ёт. 


Кроме того, так как по условию площадь такого импульса равна 
единице, имеет место следующее равенство: 


ЕТЕ. 
[Г офи. | (9.71) 


Е м — 00 


Дельта-функция обладает рядом интересных свойств. 

Одним из них является равномерность спектра дельта-функции 
в пределах — оо < ® < + оо. Хотя это свойство вытекает не- 
посредственно из описанного в начале данного параграфа способа 
получения единичного импульса (укорочение длительности), най- 


дем спектральную плотность формально, с помощью общего выра- 
жения ! (2.38): 


+оо 
5(0) = | (еа? = 
т +оо +оо 
= [150 соога? | 50) пог ЧЕ. (2.72) 


Так как по определению функция ё (#) равна нулю на всей оси &, 
кроме точки { = 0 (где она бесконечно велика), то из первого ин- 
теграла может быть вынесен постоянный множитель соѕ в ,о=1, 


1 В дальнейшем угловая частота обозначается через о (а не 9), кроме 


специально оговоренных случаев, когда речь идет о передаваемых сооб- 
щениях. 
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а из второго — множитель зто = 0. Учитывая выражение 
‚ (2.71), получаем 1 : 


+оо 
5(0) = | Зи = 1 при —оо<ө< ә. (9.73) 


— со 


Можно, очевидно, и 0 (2) я в виде обратного пре- 
образования Фурье от $ (®) = 


+оо 


+оо М 
80 = 5 | 509) ео =з. | едо, (2.74) 
—0оо 


— 00 


В дальнейшем такой способ определения дельта-функции будет 
часто применяться. 

Итак, модуль спектральной плотности дельта- функции 6(№ 
равен единице, а фазовая характеристика — нулю для всех частот. 
Это означает, что все гармонические составляющие единичного им- 
пульса, суммируясь с нулевыми начальными фазами, образуют пик 
бесконечно большой величины в момент і = 0. 

Аналогично функция ё(# — ѓо), определяющая единичный им- 
пульс в момент 4, обладает спектральной плотностью $(®) = 
е‘°е. Модуль этой функции по-прежнему равен единице. а фа- 


зовая характеристика ф (©) = о/о. 

Энергия единичного импульса бесконечно велика. При спектраль- 
ном рассмотрении это вытекает из равенства Парсеваля [см. (2.67) ], 
которое при $(®) = 1 обращается в бесконечность. При временнбм 
рассмотрении это следует из того, Что энергия импульса, пропор- 
циональная квадрату его амплитуды (т. е. величине 1/72) и первой 


степени длительности т, с укорочением импульса растет как +. При 


т > 0 энергия бесконечна велика. 

Понятие единичного импульса особенно широко используется. 
при исследовании действия коротких импульсов на линейные си-; 
стемы. При этом не обязательно, чтобы амплитуда реального им- 
пульса была бесконечно велика, а длительность бесконечно мала. 
Достаточно, чтобы длительность импульса была мала по сравнению, 
с постоянной времени исследуемой системы (или по сравнению с пе-/ 
риодом собственного колебания системы). 

Дельта-функция 6(х) (причем х — не обязательно время) ши- 
роко используется в различных задачах, где анализируется смесь, 
состоящая из непрерывной и дискретной величин. 


1 Использованный здесь прием основан на «фильтрующем» свойстве 
дельта-функции (термин, используемый в математике): умножение любой 
подынтегральной функции {(#) на 5 (# — ѓ,) позволяет зафиксировать значе- 
ние } (1) в момент Її = &. ыт рек Р 


+оо 
лоза) а =) Е. (Е) = 1). 
2 — 00 
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Пусть, например, рассматривается сумма двух сигналов: им- 
пульсного 51( и монохроматического 52(1) == Ао соѕ @оѓ. 
Найдем спектральную плотность суммарного сигнала 


Р 5(0) = 5, (0) + 5 (0). 
Подставляя формально $ (і) в выражение (2.38), получаем 


+оо +оо 
800) = | 05.0 +5 (01 е9 а = 5, (0) + | де. (2.75) 


Слагаемое $1(®), отображающее сплошной спектр ограниченного 
во времени сигнала 51({), находится без каких-либо затруднений. 
Второй же интеграл не может быть вычислен, так как функция 
52(1) не является абсолютно интегрируемой (см. $ 2.5). Восполь- 
зуемся поэтому следующим приемом. Подставив во второй интеграл 
52(/) = До соѕ Фо можем написать: 


+оо +оо 
ву 5. (0) е^! = А, ) соѕ оѓ е9 44 = 
—с — со 
+ +оо | 
=4 | ее - еде 4. 40 его, 
— 00 —00 
Сопоставим это выражение с (2.74). 
Из последнего видно, что 
+оо 
| ее ао = 216 (0). (2.76) 
-— оо 
С таким же основанием можно написать 
+оо 
| ео = 218 (0), (2.76/) 
— со 


поскольку величина интеграла определяется первым слагаемым 
выражения е= = соѕо? + { ѕіп оі. (Второе слагаемое, как не- 
четная функция аргумента, дает при интегрировании в преде» 
лах — оо, -- оо нуль независимо от знака перед ѕіп Фо). 

Следовательно, в силу взаимозаменимости переменных ® и ї 
(см. $ 2.7), можно написать: 


жел и Но 

| оі = { е' р = Әл (6), 

-—со = 

7 о (2.77) 
| е (9 Ғ о) 2 27 = 216 (о = оо). 


548,2) 
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Можно поэтому выражение (2.75) записать в следующей форме: 
5 (©) = $; (0) + Аолб (о — оо) + Аолб (о - өз). 


Итак, монохроматическому колебанию Дџсоѕ @ої соответствует 
спектральная плотность Ч 


8, (0) = Ал [6 (© — 6) + ӧ (0 + 0). (9.78) 


Эта функция равна нулю для всех частот, кроме ® = Фои @ = — в, ° 
при которых $,(0) обращается в бесконечность. Как и следовало 


А ] 
д 5 (0)=6() | 
(0) 


| | 
тА, дн ЛАоб(и-и} 


им 


Рис. 2.23. 


ожидать, гармоническому колебанию с конечной амплитудой соот- 
ветствует дискретный спектр, состоящий из двух спектральных 
линий при частотах ®о и —@о. 

Если к выражению (2.78) применить обратное преобразование 
Фурье (2.39), то получится 


р А [1 
= { в,а | { 0 (о — оо) еѓ“ до +- 


2п 
— оо —со 
+оо 
+ { 6 (о - оо) его | == о ега 1-е] = 40 с0$ 6% Ь 
.— со : Ј — 


т. е. исходное гармоническое колебание. 

Приведенные выше соотношения поясняются рисунком 2.23. · 
На рис. 2.23, а изображены два сигнала: с конечной длительностью 
1(/) и гармоническое колебание 52(#) = До соѕооѓ, а на рис. 2.23, б 
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соответствующие им спектры $51(®) и 52(®). Последний состоит из 
двух спектральных линий лАоб(® -- оо). На рис. 2.23, в показана 
смесь из двух сигналов: того же импульса 51(1) и единичного им- 
пульса 55(4) = (0). Этой смеси соответствуют два сплошных спектра 
(рис. 2.23, г): $ (о), такой же, что и на рис. 2.23, 6, и равномерный 
спектр $2(®} = 1. 

Заметим, что вопрос о спектре рассмотренного в $ 2.7 еди- 
ничного скачка [выражение (2.52) и рис. 2.13] легко разрешает- 
ся с`помещью' выражения (2.77). Действительно, для показанной на 
рис. 2.13 функции $18 = сопз{ = 1 имеем: До = 5, Фо = 0. Сле- 


2 
довательно, по формуле (2.78): 
8(0) = 1.216 (о) = пб (0). 


Распространив соотношение (2.78) на все гармоники любого 
периодического сигнала 


$ (6) = А, +- Е Ан со$ (по; Е — фи), 


мы можем ввести понятие спектральной плотности периодиче- 
ского сигнала в виде суммы дельта-функций: 


$(@) = 4-26 (ш) + Алле № (о — в) е 6 (ә + ©] + 
Ф Але 6 (0—20) + ей 6 (&--2щ,)] + 


по рик е: 
+ Ал [е 5 (опо) Неа 6 (®-- по, 
ЕНА 5 о а 


2.10. СЛУЧАЙНЫЕ СИГНАЛЫ. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Случайные сигналы можно разделить на дискретные и непре- 
рывные. 

Дискретным называется сигнал, который может принимать лишь 
одно из конечного числа фиксированных значений (уровней). Қаж- 
дому уровню соответствует своя вероятность Р;. Так как сигнал 
должен принять одно из возможных значений, то сумма всех ве- 
роятностей 


| РЕ (2.80) 


Непрерывным называется случайный сигнал $, который может 
принимать любое значение в определенном интервале уровней. 
Вероятность того, что непрерывный случайный сигнал примет ка- 
кое-либо дискретное значение, бесконечно мала. Можно говорить 
лишь о вероятности попадания $ в какой-либо конечный интервал 
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$1 < 5 < з. Эта вероятность («интегральная») определяется сле- ` 
дующим образом (рис. 2.24): 
ЕЯ 5 
Р (в << =) = | р(з) 4. (2.81) 
Е 51 
Функция р($) характеризует дифференциальный за- 
кон распределения вероятностей. Эту функцию 
называют плотностью вероятностей непрерывной 
случайной величины 5. 


При любом непрерывном распределении должно выполняться 
равенство, аналогичное равенству (2.80): 


$макс . В. 
р ($) 45 = 1, (2.82) 


5мив 


ГДЕ Ѕунн И Ѕмакс — НИЖНЯЯ и верхняя границы возможных значе- 
НИЙ 5. 

В качестве примера, поясняющего связь между видом случай- 
ного сигнала и распределением вероятностей, рассмотрим дискрет- 
ный сигнал, полученный из непрерывного путем «квантования» 
его на определенное число фиксированных уровней. В качестве 
непрерывного сигнала возьмем гармоническое колебание 


5 (1) = Досоѕ (оі — 4), (2.83) 


у которого Ао и © — постоянные (и известные) параметры, а ф — 
случайная величина, с одинаковой вероятностью принимающая 
любое значение в интервале от 0 до 2л. 

Если отсчет производится в какой-либо момент времени &, то 
ордината 5(#,) является случайной величиной, заключенной в ин- 
тервале от 5ин= — Ао ДО Ѕмакс == + Ао (рис. 2.25). 

Допустим теперь, что общий интервал значений функции разбит 
на 10 интервалов. Каждому интервалу соответствует свой уровень 
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(взятый посередине интервала); таким образом, регистрирующее 
устройство располагает 10 уровнями, один из которых имеет место 
при попадании $(4) в соответствующий интервал значений 5(1). 
Первый уровень приравнивается — 0,9 До, второй — 0,7 Дои т. д. 
Таким образом, случайная величина непрерывного типа $ передается 
с помощью 10 дискретных уровней. Каковы вероятности Р (уров- 
ня 1), Р (уровня 2) ит. д. каждого из этих уровней? 


507) 


РА 


9 
8 
7 
5, 
9 
4 
3 
Е 


< 


Рис. 2.25. 


В соответствии с выражением (2.81) имеем (для простоты по- 
ложим До = 1): 


Р (уровня 1) =Р(—1,0<5< — 0;8) = | р ($) а$, 


Р (уровня 2) =Р(-—0,8<8<—0,6)= [ р() 4% 
0 


1,0. 
Р (уровня 10) = Р (0,8 <<5<1,0) = [р(5) аз. 
" 0,8 


< Для вычисления вероятностей различных уровней требуется 
знание плотности вероятностей исходной случайной величины $5, 
определяемой выражением (2.83). 

Выделим интервал $, $ + 45 (рис. 2.26) и составим выражение 
для вероятности р($)45 того, что случайная величина 


$ (#1) = А, с0$ (оѓ — 4), (2.83’) 
66 
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получающаяся при измерении $ в момент іу, попадет в этот интер- 
вал. Для того чтобы это событие свершилось, необходимо, чтобы 
момент отсчета & попал в один из двух заштрихованных на 
рис. 2.26 фазовых ‘интервалов. Обозначив аргумент косинуса 
ой — ф через В, т. е. полагая, что 


5 = А, созВ, 
приходим к выводу, что искомая вероятность р(5)45 совпадает 


с вероятностью попадания В в один из двух заштрихованных участ- 
ков на оси абсцисс (рис. 2.26). 


50) у 


| ие +а#) 
А 1.8, *аВ 
1 


Рис. 2.26. 


Эта последняя вероятность равна 2р(В)аВ, где р(В) — плот- 
ность вероятностей случайной величины В. Так как фаза ф равно- 
вероятна в интервале 0 — 2л, то и В также равновероятна в этом 
интервале. " 

Следовательно, 


р == (2.84) 


р(5) 4 = 2р (8) 8 = 52 в, 


откуда искомая функция будет 


р® ==. 


Но 


А А, зіп В| =4, И 1 с052 6 = ИА — 52. 


Таким образом, окончательно, 
? 


р, АА. (9.85) 
т ИА? — 52 
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График этой функции изображен на рис. 2.27. 

Заметим, что одномерная плотность вероятностей гармонического 
колебания со случайной фазой совершенно не зависит от частоты ®. · 

Основываясь на выражении (2.85), нетрудно вычислить вероят- 
ности Р (уровня 1), Р (уровня 2) и т. д. в приведенном выше 
примере. 

Результаты вычислений приведены в следующей таблице: 


посо В Е Е АГИ И еж 


Вероятность . . |0, 2050,090)0,074/0,0660,0650,0650,066|0, 074/0, 0900.205 


Рис. 2.27. 


Используемые в радиотехнике непрерывные случайные сигналы 
обычно являются суммой большого числа гармонических колебаний, 
амплитуды и фазы которых либо совершенно независимы, либо сла- 
бо связаны между собой. 

Возникает вопрос: каково распределение вероятностей подоб- 
ного сигнала? 

Ответ на этот вопрос дается центральной предельной теоремой 
теории вероятностей, которая утверждает, что распределение вероят- 
ностей для суммы независимых случайных величин с ростом числа 
слагаемых стремится (независимо от законов распределения слагае- 
мых) к нормальному (гауссову) закону: 


Зат =. (2.86) 
па . 


Здесь х — среднее значение, о? = (х — х)? — дисперсия (среднее 
значение квадрата функции (2—9), равная сумме дисперсий сла- 
гаемых случайных величин. 
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Применительно к сигналам типа стационарного слу- 
чайного процесса, т. е. процесса, статистические параметры кото- 
рого не зависят от времени, х имеет смысл постоянной составляю- 
щей, а о? — средней мощности сигнала (флуктуации). 1 

Иными словами, если х(Р является стационарным случайным 
процессом, то его средняя мощность может быть определена следую- 
щим выражением (предполагается, что среднее значение х равно 
нулю): 


с? = Шт т. { хз (а. (2.87) 
Т- оо у 
20 


Графики нормального закона распределения для некоторых 
значений с изображены на рис. 2.28. 


р(х) 


Рис. 2.28. 


Основываясь на центральной предельной теореме, приходим 
к следующему важному положению: во всех случаях, когда рас- 
сматриваемый сигнал. является суммой. большого числа взаимно 
независимых (по амплитудам и фазам) гармонических колебаний, 
распределение его близко к нормальному. 

Нормальный закон распределения случайных величин чаще 
других встречается в природе. Он очень удобен для анализа. По- 
этому случайные процессы, раєпределение которых не слишком 
сильно отличается от нормального, часто заменяют нормальным 
процессом. 


1 Стационарные случайные процессы обладают свойством эргодич- 
ности, заключающимся в том, что усреднение случайной величины по си- 
стемам (по ансамблю) эквивалентно усреднению по времени в пределах одной 
реализации. 
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Некоторые другие законы распределения, с которыми прихо- 
дится иметь дело при преобразовании сигналов в различных цепях, 
линейных и нелинейных, будут рассмотрены в соответствующих 
главах второй части. " 


2.11, ШУМЫ 


Наибольшим приближением к стационарным случайным про- 
цессам с гауссовым распределением являются «шумы», обуслов- 
ленные атомистической структурой материи и электричества. Қак 
уже отмечалось ранее, шумовые помехи, неизбежные в любом радио- 
электронном устройстве, определяют верхний предел скорости пе- 
редачи информации при заданных параметрах полезного сигнала. 
Изучение информационных свойств сигналов неотделимо поэтому 
от изучения структуры шумов. 

В радиоэлектронных устройствах имеются два основных источ- 
ника шумов: дробовой эффект в электронных приборах и тепловое ° 
движение свободных электронов в проводниках электрической 
цепи. 

Рассмотрим сначала шумы дробового эффекта. С этой целью обра- 
тимся к изучению структуры, например, анодного тока электронной 
лампы. Этот ток представляет собой совокупность импульсов, каж- 
дый из которых обусловлен переносом заряда одного электрона. 
Так как моменты выхода электронов из катода могут рассматри- 
ваться как случайные и взаимно независимые, то`образуемый всеми 
отдельными импульсами результирующий ‘ток И! представляет 
собой случайный процесс. Мгновенное значение КЁ) в какой-либо 
фиксированный момент времени В может быть любой величины 
(в определенном интервале значений, зависящем от параметров 
лампы и цепи). Из этого следует, что КЬ) нужно рассматривать как 
случайную величину, характеризуемую непрерывным распределе- 
нием. Плотность вероятностей этого распределения будем обозна- 
чать через р(2). 

Итак задача сводится к отысканию закона распределения для 
функции ИК), являющейся суммой одинаковых по форме и вели- 
чине, но сдвинутых по времени появления импульсов. 

Положим, что за время Т, достаточно большое по сравнению 
с длительностью пролета электрона т,, с катода лампы вылетает К 
электронов. В этом случае суммарный ток в момент # можно пред- 
ставить в виде суммы: 

К 


10) = У 1,0—4, (2.88) 


где’ іг(#) — импульс тока, создаваемого в анодной цепи электро- 
ном, вылетевшим в момент # == 0, а їь — момент вылета А-го элек- 
трона. Эти моменты практически можно считать случайными и равно- 
вероятными в интервале 0, Т. Определим прежде всего среднее 
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значение (постоянную составляющую) анодного тока с помощью 
следующего очевидного выражения: . 


Т Т К 
р А 1 Е 7 1 о Г 
= іт г |1 4 — Пт | Х 10 —) а. (2.89) 


Меняя местами порядок интегрирования и суммирования и учиты- 
вая, что независимо от момента вылета электрона 


ТГ. 
[.0—2)а-= е, (2.90) 
0 
где е — заряд электрона, получаем 
қ 
+9 И ч 
Г = іт т Х е = ет т =еК:. (2.91) 
Здесь 
К 
= іт 
К; т т (2.92) 


представляет собой среднее за единицу времени число электронов. 

Итак, анодный ток можно представлять себе в виде случайного 
процесса, образованного флуктуациями мгновенного значения от- 
носительно среднего значения /, == еК!. При этом существенно, 
что в любой момент времени ток (1) является суммой очень боль- 
шого числа перекрывающихся импульсов ѓ,(? — &), так как средняя 
длительность интервала между моментами вылета электронов, рав- 


1 
ная К’ во много раз меньше длительности пролета электрона т,. 
1 


Это видно из сопоставления следующих цифр. 
При токе /о, равном всего-лишь 1 ма, средняя длительность ин- 
тервала в соответствии с формулой (2.91) равна 


.10—19 
А = = т = 1,6.10-16 сек, 


(заряд электрона е = 1,6.10`19 к). 


В то же время длительность импульса те, зависящая от геометрии 
лампы и от напряженности электрического ноля в междуэлектрод- 
ных промежутках, составляет величину порядка (1 — 10) х 
х 107! сек. Таким образом, за пролетное время те из катода выле- 
тает несколько миллионов электронов. Учитывая случайность 
моментов вылета із, мы можем считать, что в любой момент времени 
КИ является суммой огромного числа независимых случайных ве- 
личин &(— Ё). 

При этих условиях полностью применима центральная предель- 
ная теорема (см. $ 2.10), и мы можем определить плотность вероят- 
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ностей электронного тока выражением вида (2.86), в котором под 


х следует подразумевать среднее значение тока Го. 
Таким образом 
= -— 1о)* С 


ем 7 (2.93) 


р@ = я Я 


Дисперсия о? представляет собой средний квадрат, а о; — эф- 
фективное (среднеквадратичное) значение флуктуационной `состав- 
ляющей анодного тока. Часто под о? подразумевают среднюю мощ- 
ность, выделяемую флуктуациями анодного электронного тока 
в омическом сопротивлении, равном 1 ому. 

На рис. 2.29 график плотности вероятностей р(1) для случайной 
величины і совмещен с графиком функции тока КВ, флуктуирую- 
щего относительно среднего значения Го. 

Плотность вероятностей р({) характеризует вероятность 
р(дЛі того, что случайная величина і принимает одно из значений 
в интервале от і до { + Лі. На основе заданной функции р(1) можно 
в соответствии с известными положениями теории вероятностей 
найти все моменты распределения случайной величины #1. 


К 3 В теории вероятностей доказываются следующие положения. Среднее 
статистическое значение случайной величины х («первый момент» или «ма- 
тематическое ожидание») 


_ + 
225 | хр (х) 4х. (2.94) 
`  —оо 
Среднее значение квадрата случайной величины («второй момент») 
+оо 
х? = | х?р (х) ах. (2.95) 
—© 


Средний квадрат отклонения случайной величины от ее среднего значе- 
ния (дисперсия) 


2 С р 
92 = (х — х)“. (2.96) 
Последнее соотношение может быть приведено к виду 


с2 = д? — 205 (х). 


„Учитывая, что 2хх = 2 (х), получаем 
= — (х). (2.97) 
В этих выражениях черта над случайной величиной обозначает усред- 
нение по системам (по ансамблю). Это нужно понимать следующим образом: 
повторяя много раз случайный процесс х (1) и определяя каждый раз зна- 
чение х = х (11) в фиксированный момент 11, получим последовательность 
независимых случайных величин х. 
Усреднение х и х? по указанным процессам (реализациям) при числе 
испытаний, стремящемся к бесконечности, приводит к выражениям (2.94) — · 


(2. 2 

тмеченное в предыдущей сноске (на стр. 69) свойство эргодичности 
стационарных процессов позволяет применять выражения (2.94) — (2.97) 
для определения средних (по времени) значений тока, мощности флуктуа- 
ций ит. д. 
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Итак, закон распределения р(]) позволяет полностью охарак- 
теризовать флуктуацию анодного тока с количественной стороны 
(интенсивность, убывание вероятности пребывания Е в интервале 
Аі при удалении последнего от /о, вероятность превышения флук- 


Рис. 2.29. 


туацией определенного уровня и т. д.).. Однако функция р(й 
ничего не говорит о характере изменения случайного процесса (2) 
во времени. Эта сторона может быть в некоторой степени охарак- 
теризована с помощью спектральной функции или с помощью кор- 
реляционной функции процесса ($ 2.12—2.13). ^ 


0 ид 


Рис. 2.30. 


Обратимся теперь к вопросу о законе распределения тепловых 
шумов. Тепловое движение свободных электронов в проводниках 
вызывает микротоки, которые создают на зажимах цепи флуктуа- 
ционное напряжение. Это напряжение складывается из очень боль- 
шого числа импульсов, обусловленных движением отдельных элек: 
тронов. Поэтому, как и в случае дробового эффекта, шумовое на- 
пряжение теплового движения электронов является стационарным 
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случайным процессом с нормальным законом распределения вероят- 
ностей. То обстоятельство, что отдельные импульсы неодинаковы 
(из-за различия в направлениях движения электронов, а также 
в длинах свободного пробега), не нарушает условий применимости 
центральной предельной теоремы. Некоторое отличие от дробового 
шума заключается в отсутствии постоянной составляющей (среднее 
значение равно нулю). 

График функции р (иш), где иш — шумовое напряжение, по- 
этому имеет вид, показанный на рис. 2.30, а выражение для р(иш) 


и 
р (иш) Бе Т 20. Е Б (2.98) 


В данном случае 0? — дисперсия шумового напряжения иш, 
имеющая смысл мощности, выделяемой этим напряжением в сопро- 
тивлении 1 ом. 


2.12. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 


В данном параграфе рассматриваются спектральные характе- 
ристики стационарных случайных процессов. 

Говоря о спектральной характеристике, следует иметь в виду, 
что ни ряд Фурье, ни интегральные преобразования Фурье к слу- 
чайным процессам не применимы. Невозможно определить спек- 
тральную плотность $(6) для функции, соответствующей, например, 
долго передаваемой речи. Само понятие спектральной плотности 
в смысле определений, данных в $ 2.5, по отношению к случайным 
сигналам теряет свой смысл. 

Можно, однако, ввести понятие спектральной плотности средне- 
го (по времени) квадрата случайной функции 5(®. Если под случай- 
ной функцией 5) подразумевается электрическое напряжение 
или ток, то средний квадрат или дисперсию этой функции можно 
рассматривать как среднюю мощность, выделяемую в сопротивле- 
нии | ом. Эта мощность распределена по частотам в некоторой по- 
лосе, зависящей от механизма образования случайного процесса 
и от формы частотной характеристики цепи, через которую пропу- 
щен данный процесс. Спектральная плотность дисперсии представ- 
ляет собой, очевидно, среднюю мощность, приходящуюся на 1 гу 
при заданной частоте ®. Введенную таким образом спектральную 
плотность (о) в дальнейшем будем называть энергетиче- 
ским спектром функции $0. Смысл такого названия вы- 
текает из размерности функции (0), являющейся отношением 
мощности к полосе частот: 


[У (о) = РЕ = [мощность х время] = [энергия]. 


Энергетический спектр может быть найден, если известны пара- 
метры отдельных составляющих, из которых образуется рассма- 


74 


триваемый случайный процесс. Наиболее просто этот вопрос ре- 
шается для стационарного процесса, представляющего собой на- 
ложение одинаковых импульсов, хаотически распределенных во 
времени. Примером подобного процесса является рассмотренный 
в предыдущем параграфе «дробовой шум». 

В случае электронного тока отдельные импульсы, обусловлен- 
ные переносом заряда электрона, имеют одинаковую форму и ам- 
плитуду. Случайны только моменты вылета электронов из катода, 
т. е. положение импульсов тока во времени. Поэтому считаем, что 
известны модули спектральной плотности элементарных импульсов, 
но неизвестны их фазовые характеристики, зависящие от моментов 
вылета электронов. 

Напомним, что в $ 2.5 была установлена связь между спектрами 
одиночного импульса и периодической последовательности. импуль- 
сов. К «шуму», длящемуся при — оо < Ё < - оо, полученные там 
соотношения непосредственно применить нельзя. Можно, однако, 
воспользоваться следующим приемом. 

Рассматривая шум в виде случайной функции #(#), длящейся 
ОТ {= — со до Ё = -+- оо, выделим достаточно большой интервал 
—=. +1, внутри которого при одной из реализаций шума 
имеется точно К импульсов. 

Считая теперь Т периодом повторения выбранного «отрезка 
шума», получаем ое функцию с дискретным спектром, 


содержащим частоты л где п = 0,1, 2 ... Можно определить 


т ? 
среднюю мощность любой из гармоник этой периодической функции. 
С этой целью выделим один из импульсов (і — #), соответствую- 
щий К-му электрону, вылетающему с катода лампы в момент &, 


и запишем спектральную плотность для этого импульса в виде 
—іоѓ = 
8б, (0) =б(®е ‘= б(®)е **, 


где С(®) — спектральная плотность импульса от электрона, выле- 
тающего из катода в момент # = 0. 

Очевидно, что для всех импульсов, независимо от моментов их 
вылета, модули спектров одинаковы и равны С(о). Фазы же В, яв- 
ляются случайными величинами, равновероятными в интервале 
0 — 27. 

При периодическом повторении отрезка шума выбранный им- 
пульс #,(1 — {,) образует свою периодическую последовательность 
с дискретным спектром, в хотором п-я гармоника с частотой 


па имеет амплитуду, равную 2 О(п25 п) [см. $ 2.5, формулу (2.41). 


Средняя МОЩНОСТЬ ЭТОЙ гармоники (при протекании тока через 
омическое сопротивление в 1 ом) равна 


2[29( т) |. 7 Ф) 


Очевидно, что эта мощность не зависит от фазы в. 
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Для любого другого электрона из интервала Т, выбранного 
в качестве периода повторения, получается такое же значение средне- 


Ф 2п 
го квадрата гармоники с частотой п -. Для рассматриваемых К 
электронов получим суммарное значение среднего квадрата л-й гар- 


МОНИКИ 
К [2 ж\ |2 


Отнесем эту мощность к частотному интервалу между соседними 
гармониками, т. е. к полосе частот АР = т» И найдем величину 
среднего квадрата анодного тока, приходящуюся на 1 гц: 


росе]. м 


Устремляем теперь Т -> со и тем самым переходим от дискрет- 
ного спектра, возникшего из-за периодического повторения конеч- 
ного отрезка шума, к сплошному спектру, соответствующему исход- 


ному рассматриваемому шуму, длящемуся от і = — оо до = + оо. 
При этом. 
т ( т) 0 
ЖЕ 
то \ Т 


—текущая частота спектра, а 


г 016 
Ит = = КҚ 
т» оо Г & 


— среднее за 1 сек число электронов [см. (2.92)]. 
Таким образом, выражение (2.101) принимает вид 


Ў (о) = 2К, [0 (0). (9.109) 


Как и следовало ожидать, энергетический спектр (®) полно- 
стью определяется спектром С(&) отдельных импульсов, образую- 
щих случайный процесс. Очевидно, что при суммировании средних 
квадратов отдельных гармонических составляющих (от различных 
импульсов) случайные их фазы роли не играют, и в соответствии 
с формулой (2.102) (о) определяется квадратом модуля С (о) 
спектральной плотности элементарного импульса и средним за 
1 сек числом Кі этих импульсов. 

В $2.8 уже отмечалось, что [С(®) ]? есть спектральная плотность 
энергии импульсного сигнала. Так как Кі есть не что иное, как 
средняя частота появления импульсов, то произведение 2К.0(о)? 
имеет смысл и: размерность спектральной плотности мощности 
(дисперсии) случайного процесса. 

Из определения энергетического спектра (0) как средней мощ- 
ности в полосе | гц вытекает, что средний квадрат случайной функ- 
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ции (в данном случае флуктуации электронного тока) может быть 
выражен через И (о) следующим образом: 
со 


а | И (2л) ар = | И (о) о. (2.108) 


0. 


В данном случае интегрирование производится только в об- 
ласти положительных частот, поскольку при определении (о) 
средняя мощность п-й гармоники вычислялась в соответствии 
с формулой (2.30), в которой суммирование ведется по положитель- 
ным значениям п. 

Используем полученные соотношения для рассмотрения анод- 
ного тока электронной лампы. 

Прежде всего найдем модуль спектральной плотности импульса 
тока, соответствующего переносу заряда одного электрона. 

Ввиду малой длительности импульса спектральная плотность 
С(о) в области не слишком высоких частот (отвечающих условию 
от, « 1) в соответствии с $ 2.7 равна площади импульса. А так как 
площадь импульса равна заряду электрона (см. (2.90) ], получаем 


те 


000) = {0 =е. (2.104) 
: 0 
Подставляя это выражение в (2.109), находим: 
Я (о) = 2Куе? 
или, с учетом (2.91), 
ІУ (о) = 2е/,. (9.105) 


Следует иметь в виду, что выражение (2.105) справедливо в об- 
ласти частот от 0 до некоторой наивысшей частоты, при которой 
еще выполняется условие 


от, « 1, 


где т, — длительность импульса. При более высоких частотах па- 
дает величина О(о), а следовательно и (о) (рис. 2.31). 

Итак, чем меньше длительность импульсов, образующих слу- 
чайный процесе, тем шире энергетический спектр процесса. В пре- 
деле, при стремлении длительности импульсов к нулю, энергети- 
ческий спектр процесса становится равномерным для всех частот 
0<0< оо. 

Стационарный вероятностный процесс с равномерным энергети- 
ческим спектром называется белым шумом. 

В технике под белым шумом часто подразумевают гауссов шум 
со спектром, равномерным в заданной (ограниченной) полосе час- 
тот. 

Отметим, что энергетический спектр (о), являющийся весьма 
важной характеристикой случайного сигнала, все же имеет более 
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ограниченное значение, чем спектральная плотность $(0) неперио- 
дического сигнала с конечной энергией (т. е. абсолютно интегри- 
руемого). По заданному энергетическому спектру (%) нельзя 
восстановить исходную функцию 5(1, как это возможно сделать 
по заданной спектральной плотности $(®) для сигналов, которые 
можно представить в виде интеграла Фурье. Иначе говоря, для 
случайного сигнала возможен анализ функций, но не синтез, что 
является результатом исключения фаз всех составляющих спектра 
при усреднении их мощности. Обратное преобразование Фурье, 
примененное к (6), позволяет найти не самую функцию 5(1), а лишь 
функцию корреляции для исходной функции (0 ($ 2.14). 


И) 


221, | 


Рис. 2.31. 


Приведем в заключение известное из физики выражение для 
энергетического спектра напряжения теплового шума (теорема 
Найквиста), генерируемого сопротивлением В: 


У (©) = 4АТК, (2.106) 


| —23 вт-сек Р 
где Ё = 1,38. 10 табу — постоянная Больцмана; 


Т — абсолютная температура. 


2.13. КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗ СИГНАЛОВ 


Спектральный подход, несмотря на свою эффективность, не 
всегда является наиболее подходящим для анализа сигналов. 
В практике часто возникает необходимость в характеристике, ко- 
торая давала бы общее представление об изменении сигнала во 
времени без разложения его на гармонические составляющие. По- 
добная «временная» характеристика особенно важна для анализа 
случайных сигналов и шумов, а также для обнаружения сигналов 
в шумах, когда решение о наличии сигнала принимается после сли- 
чения смеси сигнал -- шум с заранее известной копией принимае- 
мого сигнала. 

В качестве такой временной характеристики широко исполь- 
зуется автокорреляционная функция сигнала. 
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Для детерминированного сигнала 8({) конечной длительности 
автокорреляционная функция определяется следующим выраже- 
нием: " 


+оо 
+= | 050—1), (2.107) 


==05 


где т — величина временнбго сдвига сигнала. 

Из выражения (2.107): видно, что % (т) характеризует степень 
связи (корреляции) сигнала 5(1) со своей копией, сдвинутой на 
величину т по оси времени. 

Ясно, что функция 1 (т) достигает максимума при т = 0, так 
как любой сигнал полностью коррелирован с самим собой. 

При этом 


+оо 
00) = [204 = Е, (9.108) 


— со 


т. е. максимальное значение автокорреляционной функции равно 
энергии сигнала. 

- С увеличением т функция %№ (т) убывает (не обязательно моно- 
тонно) и при относительном сдвиге сигналов 5(1) и 5(# — т) на вели- 
чину, превышающую длительность сигнала, обращается в нуль. 

На рис. 2.32 показано построение автокорреляционной функции 
для простейшего сигнала в виде прямоугольного импульса 
(рис. 2.32, а). Сдвинутый на т (в сторону запаздывания) сигнал 
5({ — т) показан на рис. 2.32, 6, а произведение 5(1)5( — т) — 
на рис. 2.32, в. График функции \ (т) изображен на рис. 2.32, г. 
Каждому значению т соответствует свое произведение $5(й) 5(# — т) 
и своя площадь под графиком функции (0) $(Ё — т). Численные 
значения таких площадей для соответствующих т и дают орди- 
наты функции 1 (т). 

Аналогичное построение для треугольного импульса изображено 
на рис. 2.33. 

` Из общего определения автокорреляционной функции импульс- 
ного сигнала (2.107), а также из приведенных примеров видно, 
что 1р(т) является четной функцией т. Действительно, величина вхо- 
дящего в выражение (2.107) интеграла не изменится, если первый 
сигнал сдвинуть по оси времени влево на величину т, вместо того, 
чтобы сдвигать вправо второй сигнал. Можно поэтому (2.107) 
записать также и в следующей форме: 
+оо 
Ф) = {| 5@+1)504. (2.109) 
— со 

Для оценки степени связи между двумя различными сигналами 

51(2) и 52(0) используется взаимная корреляционная 
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а) 502) 


-06-,) 


(2-8) СЕ 
Рис. 2.32. 


ї,+7 геа $12 & 


|5 (#)5(#-Г) 


- (11-1) 0 (ь-н) т 


Рис. 2.33. 


функция, 
предыдущим: 


+о 
фа (т) = 


00 


которая определ яется выражениями, аналогичными 


+оо 


[ зозе-ой= { 9,04 т), (0 4. (2.110) 


— со 


Автокорреляционная функция № (т) является частным случаем 
функции ‘раз (т), когда сигналы $1(1) и (0) одинаковы. . 

Построение взаимной 
корреляционной функции 4 
для двух сигналов дано ‘ 
на рис. 2.34, а, б ив. Как 
видно из рис. 2.34, а, один 
сигнал является прямо- 
угольным, а второй — 
треугольным импульсом. 
На рис. 2.34, а изображе- 
но исходное положение 
(т=0). Площадь под кри- 
вой произведения $152 
пропорциональна заштри- 
хованной области. На 
рис. 2.34, б сигнал 5,(1—т) 
смещен на величину т 
вправо относительно ис- 
ходного положения. Пло- 
щадь под кривой 5з стала 
больше, что равносильно 
возрастанию корреляцион- 
ной функции. 

На рис. 2.34, в изображена функция (т). Пик этой функции 
получается при значении т, соответствующем максимуму площади, 
перекрываемой сигналами $1 и $». 

На рис. 2.35, а, б и в показаны два гауссовых импульса и соот- 
ветствующая им взаимно-корреляционная функция, которая также 
является гауссовой. 

‚ Эта особенность гауссовых импульсов может быть легко установ- 
лена путем вычисления 1р1(т). Пусть сигналы 51( и $2(1 опре- 
деляются выражениями: 


52({) 
$, (Е) 


Рис. 2,34. 


1 24? е 
51 (2) = тм е ; 
| л} 
— і? 
+ 1 249 
5а ( ) а У ла. е 


4 Зак. 2053 Ві 


Тогда -взаимная корреляционная функция этих сигналов со- 
гласно (2.110) равна 


+оо 


| 50а 


— со 


Показатель подынтегральной функции при помощи «дополнения 
до квадрата» можно преобразовать к виду 


е 
|5 


а 


657 -(У 3 


5102) 


Рис. 2.35. 


1. 


30.39 2 з: г 2 


Второй член получен- 
ного выражения не за- 
висит от /, поэтому по- 
казательную функцию 


ехр - | Е 
5 [-—— 
УЧ) 
можно вынести за знак 
интеграла а остав- 
шаяся под интегралом 
функция приводится к 
выражению Ае-›' ау, 
где новая переменная у 
и постоянная А равны 


тан Н: 
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Таким образом, взаимная корреляционная функция двух гауссо- 
вых импульсов представляет собой также гауссов импульс, причем 
постоянная ауз функции %;з однозначно связана с а1 и аз: 


= Иа + В 22. 


По своим свойствам взаимная корреляционная функция отли- 
чается от автокорреляционной функции. 

При т = 0 взаимная корреляционная функция не обязательно 
достигает максимума. Кроме того, взаимная корреляционная 
функция не обязательно является четной (или нечетной) относи- 
тельно т. 

Рассмотрим теперь автокорреляционную функцию стационар- 
ного случайного процесса 5({), действующего при — <<< + оо. 
Энергия такого сигнала бесконечно велика, и применять выраже: 
ния (2.107) и (2.108) не имеет ‘смысла. 

Корреляционная функция стационарного процесса определяется 
поэтому с помощью следующего выражения: 


М Т г 
е +5 +: 

#0) = т у | 5(2)5(2— т) 4 = іт р | 20-9004. (2.111) 
а. н. 


При т = 0 получается [см. выражение (2.87)] 
т | 
ЕТ Літ р | (= о. 7 (2.119) 
> со 


` Отсюда видно, что 4 (0) совпадает с дисперсией (средней мош- 
ностью) процесса. 

Из определения (2.111) видно, что % (т) характеризует корре- 
ляцию между значениями функции 5(2), разделенными интервалом т. 
Чем медленнее, «плавнее», изменяется во времени $(1), тем больше 
интервал т, в пределах которого наблюдается статистическая связь 
между мгновенными значениями 5(#) и $7 — т). 
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Если случайный процесс образуется наложением одинаковых 
импульсов, беспорядочно расположенных на оси времени, как это 
имеет место, например, в случае дробового шума (см. $ 2.11), то 
«интервал корреляции», или «время корреляции» совпадает с дли- . 
тельностью импульсов. При значениях т, превышающих длитель- 
ность импульсов, 1$ (т) = 0. 

Если шум образуется хаотическим наложением импульсов, дли- 
тельность которых бесконечно мала, то и «время корреляции» стре- 
мится к нулю. Это означает, что корреляционная функция равна 
нулю для всех значений т = 0 и обращается в бесконечность при 

.т= 0. Иными словами, корреляционная функция приобретает 
характер дельта-функции 6(1). Подобный случайный процесс назы- 
вается дельта-коррелированным процессом или 
белым шумом. М 

В $ 2.12 мы пришли к понятию белого шума, исходя из допуще- 
ния, что энергетический спектр Й(®) равномерен при 0<0< оо. 

Заметим, что это два различных подхода — спектральный и вре- 
менной — к одному и тому же физическому процессу. 

Часто пользуются нормированной корреляционной функцией 
Ю(т), определяя ее следующим образом: 


= Ф) (а) 
В (5) = ф (0) сн РЫ (2.118) 

Следует отметить, что корреляционная функция имеет смысл 
не только для случайных процессов. 

Можно, например, говорить о корреляционной функции периоди- 
ческого сигнала, действующего при — оо<1< + оо. 

При этом для усреднения произведения 5()5(# — т) по времени 
нет необходимости совершать предельный переход Т-> оо, как это 
сделано в выражениях (2.111) и (2.112), где под Т подразумевается 
длительность «отрезка» случайного процесса. 

В случае периодического сигнала с периодом Ті достаточно 
усреднить произведение 5(1) · $5(# — т) за один период: 


2 


ф-т; | 0-56-94. (21м) 


Из этого определения очевидно, что для периодического сигнала 
5(#) корреляционная функция (т) также является периодцческой 
функцией. Период функции %р (т) совпадает с периодом сигнала 5(4). 

Смысл автокорреляционной функции периодического сигнала 
лучше всего проясняется на примере простейшего гармонического 
сигнала: 


5 (1) = Аз соѕ (оѓ — ф) = Ау соѕ (т і — $). 
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Применяя выражение (2.114), получаем: 


№ (т) = г | с0$ (0 — Фф) соѕ [® (Е —т) — $] 2? = 
Т, 
ъа 
= 1 | с0$ (01 — Фф) [соѕ от с03(6Ё — ф) -- ѕіп от ѕіп (®Ё — ф)] & = 
= т, |с03@т | со5? (0? — ф) 4 -- 
2 
сЕ. 
+ ѕіп фт { эп (07 — $) соѕ (®Ё — Фф) г. 
ТЫ 


Первый интеграл равен -;-, а второй — нулю. 
Таким образом, окончательно, 
д2 
ф(<) = = созот. (2.115) 
мо: - 
При т = 0 %(0) = —_,‚ т.е. (0) есть средняя за период мощ- 


ность гармонического сигнала, амплитуда которого равна Ау. 

Заметим, что автокорреляционная функция не дает никакой 
информации о начальной фазе сигнала ф. 

Иначе обстоит дело со взаимной корреляционной функцией 
двух гармонических сигналов с одинаковыми частотами, но со 
сдвинутыми начальными фазами. 

Пусть 

51 (Е) = А, с0$ (07 — Ф), 


52 (1) = 4, соѕ (& — фо). 


Выполнив вычисления, аналогичные предыдущим, получим 
А А | 
2 (т) = ны соз [от — (Ф — Ф)]. (2.116) 


Отсюда видно, что взаимная корреляционная функция для двух 
гармонических колебаний (с одинаковой частотой ®) зависит от 
разности фаз Фф и фг. 
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Максимум функции 4р1з(т) получается не при т == 0 (как в слу- 
чае автокорреляционной функции), а при Е 


Я ад (2.117) 


Е 
Рассмотрим еще важный для практики случай двух гармо- 

н 
нических сигналов с кратными ‘частотами @ = = И @ = па: = 


2 д 

== п при п=1, 2,3... и начальными фазами фу и Ф: 

2 
В этом случае 


Й 
=> Е 
Фе (т) = = соѕ ло) т | [5 соз((п + о — (Ф + Ф) 
Т, 
7 


4 5 соз((л —1)в1Ё — (Фі —%) й + 


Т, 
В 
+ плот | [= п (и-- Оо — (Фа) 
Ея | 
+ оз (а — Пе, (ф, — 93) 4 0.118) 


При п + 1 все интеграль обращаются в нуль. Отсюда следует 
важное заключение: гармонические колебания с кратными часто- 
тами некоррелированы (независимо от начальных фаз фі и фг.; 
Это положение является лишь иной формой выражения свойства 
ортогональности гармонических колебаний с кратными частотами 
(см. $ 2.4)1. 

Для сигнала, представляющего собой периодическую последо- 
вательность прямоугольных импульсов (рис. 2.36, а), автокорре- 
ляционная функция р (т) имеет вид, показанный на рис. 2.36, 6. 
Каждый из импульсов показанной на рис. 2.36, б последователь- 
ности совпадает по форме с автокорреляционной функцией оди- 
ночного импульса исходного сигнала; следует, однако, иметь в виду, 
что в данном случае % (т) имеет размерность мощности, а не энер- 
гии. 

. Для двух случайных процессов взаимная корреляционная 
функция характеризует степень связи. Если рассматриваемые про- 
цессы независимы, то 1р:2(т) равна нулю. Это утверждение не имеет 
обратной силы. Из того факта, что взаимная корреляционная функ- 
ция равна нулю, еще не следует, что сигналы обязательно неза- 


Это положение может быть распространено на более общий случай лю- 
бых двух неодинаковых частот. Необходимо лишь соответственно опреде- 
лять интервал ортогональности. - 
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висимы. Так, например, как отмечалось выше, для двух гармони- 
ческих колебаний с разными, но кратными частотами %,.(т) = 0 
при любых т. Однако, если известны начальные фазы колебаний, 


5 — Я 


. И ВЯ: оя 
т Г Р Е 7785 7 


фт). я 


> 


-Ти 0 Ти 7, 27, 7 
Рис, 2.36. 


то задание одного колебания полностью определяет второе и, сле- 
довательно, эти сигналы не являются независимыми. 


2.14. СВЯЗЬ МЕЖДУ ВРЕМЕННЫМИ И СПЕКТРАЛЬНЫМИ 
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ СИГНАЛА 


Рассмотрим этот вопрос сначала для непериодического (им- 
пульсного) сигнала. 


Основной вывод, который можно сделать из проведенного в пре- 
дыдущих параграфах рассмотрения свойств непериодического сиг- 
нала, сводится к следующему: чем короче сигнал, тем шире его 
частотный спектр. 

В практике под шириной спектра сигнала обычно подразумевают 
полосу частот, в которой сосредоточена основная доля энергии 
сигнала !. При такой полосе обычно обевпечивается и достаточно 


1 Такой подход не является строгим, так как теоретически любой сиг- 
нал конечной длительности обладает бесконечно широким спектром. Дей- 
ствительно, из общего определения спектральной плотности (2.38) следует, 
что если функция 5({) отлична от нуля в конечном интервале от & до #,, 


то функция 
і, 


509) = | (де! а 
Ё; 

является аналитической (и, кроме того, целой) комплексной функцией. 
А это означает, что спектр 5 (9) ограниченной во времени функции $ (#) 
может принимать нулевые значения только в изолированных точках 
и не может обращаться в нуль на конечном интервале переменной © (так 
* как иначе, в силу принципа аналитического продолжения, функция $ (9) 
должна была бы равняться нулю при всех значениях ©). 

Если отказаться от требования строгости и удовлетвориться условием, 
чтобы в частотном спектре содержалась основная доля энергии сигнала, то 
ширина этого спектра определяется приближенным соотношением (2.119). 
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удовлетворительное. воспроизведение формы сигнала, хотя в неко- 
торых случаях последнее требование заставляет сохранять в спектре 
более высокие частоты, чем это диктуется энергетическими сообра- 
жениями. И 

При грубых оценках в технике принято считать, что произве- 
дение соответствующим образом определенной длительности сиг- 
нала на «техническую» ширину спектра близко к единице. 

Таким образом, 

Мо. (2.119) 

Отметим, что это соотношение относится только к управляющему 
. сигналу (сообщению). Как будет показано далее (гл. 4), при нало- 
жении модуляции спектр сигнала может быть во много раз шире, 
чем величина, обратная длительности сигнала. 

Проверим формулу (2.119) на примере прямоугольного импуль- 
са. Величине Д{.т = 1 соответствует аргумент выражения (2.58), 


„ © 27Ајх я З 8 
равный = = = л, т. е. равный абсциссе, соответствующей 


Е2 2 
первому: нулю спектральной плотности импульса (рис. 2.18, а). 
Вычисление, которое нетрудно провести с помощью формулы 


27 
(2.68), показывает, что в полосе частот 0<0<= сосредоточено не- 


сколько более 90% полной энергии импульса. 

~ “Еще одно важное свойство частотного спектра сигнала конеч- 
ной длины заключается в том, что в области достаточно низких час- 
тот спектральная плотность равна площади сигнала независимо от 
его формы. Этот вывод легко сделать из общего выражения (2.38), 
устремив в нем © к нулю. Действительно: 


+оо 
50) = { а. (2.120) 


. Правая часть этого выражения есть не что иное, как площадь 
импульса $(#). Под «импульсом» здесь подразумевается любой сиг-. 
нал конечной длительности. 

Условие достаточной малости © сводится к неравенству т < 1, 
где т — общая протяженность отрезка переменной Ь на котором 
функция 5(Ю существенно отличается от нуля. 

Относительно характера кривой (©) можно сделать следующее 
замечание: функция. 5() обращается „при ` некоторых частотах 
в нуль в тех случаях, когда сигнал представляет собой совокуп- 
ность одинаковых по форме и величине элементарных сигналов, 
сдвинутых один относительно другого во времени. Для прямоуголь- 
ного импульса пульсирующая форма спектральной плотности $(8) 
объясняется интерференцией спектров двух сдвинутых во времени 
скачков (рис. 2.14). Отметим, что и в более общем случае группы из. 
двух произвольных, но одинаковых сигналов, обладающих моно- 
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тонно изменяющимися функциями (9%), результирующая спектраль- 
ная функция будет также пульсирующей. 

Необходимо отметить, что задание модуля $(9), т. е. амплитуд- 
но-частотного спектра, однозначно определяя распределение энер- 
гии сигнала по частотам [это следует из равенства Парсеваля 
(2.67)], ничего не говорит о форме сигнала. Полностью определяет 
сигнал лишь задание 5(©) совместно с фазо-частотной характерис- 
тикой \р (2). Эти характеристики дают как форму, ` так и положе- 
ние сигнала на оси времени. 

Установим теперь связь между автокорреляционной функцией и 
спектральной характеристикой сигнала. С этой целью рассмотрим 
сначала случай периодического сигнала. Автокорреляционная 
функция такого сигнала [см. формулу (2.114)] есть 


Т, 
ео 


%.09= т (2080—04 
Т; 


г 


где Т, — период повторения. 
Представим теперь $() и 5(# — т) в виде рядов Фурье 
[см. (2.3)] 
+оо 
800 = 5 У Ает, 
п=— с 
а 
800—7) = = р> Аас 


п== — Со 


(2.191) 


После перемножения этих рядов подынтегральная функция 
5 (1) $ — т) в выражении (2.114) будет представлять собой сумму 
слагаемых следующих видов: 


А, А-ь ет, еї (—п) 9, (1) — А 2 еіп9ат, 


ЧА, А, еіп. еп: (7—7) 


\ 
\ 


4 А-А. ей ета!) при [А[-2|т. 
Е т" 
Интегрирование по времени { в пределах — =; +- -5' слагаемых 
первого вида дает 


тА е З с Е 
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а слагаемых второго и третьего вида — нуль (это непосредственно 
вытекает из ортогональности гармонических функций с кратными 
частотами, см. $ 2.4). 
Таким образом, выражение (2.114) переходит в следующее: 
+5 о 


А ҷу А2 
„= 92 =" ето У 7 созл01т. - 201089) 


п=—-00 п=і 


[Считаем, что сигнал $) не содержит постоянной составляющей; 
поэтому в правой части суммирование начинается с индекса п = 1.] 
Итак, автокорреляционная функция периодического сигнала, 
являясь также периодической, весьма просто выражается через 
коэффициенты А, ряда Фурье исходного сигнала $(1). 


При т=0 


оо 
1 Е, 3 
№. (0) = т 6: А2 = 5201) = средняя мощность (2.123) 
п=1 периодического сигнала. 


Это выражение совпадает с равенством (2.30). Нетрудно решить 
и обратную задачу: найти распределение средней мощности периоди- 
ческого сигнала по дискретным ‘частотам его спектра. Для этого _ 
достаточно применить обычные выражения (2.4) — (2.6), опреде- 
ляющие коэффициенты ряда Фурье по заданной периодической 
функции. 

Рассматривая в выражении (2.122) 4р (т) как заданную периоди- 

2 


ческую функцию, а но" как коэффициенты ее ряда, получаем 
[см. (2.11)] 
о г 
А 
= т | №, (т) емо: фт = | г, (т) соѕ ло; тат. (2.124) 
Т; Т, 
гу ЕО 


Левая часть этого выражения есть не что иное, как средняя мощ- 
ность п-й гармоники сигнала 5(4. 

Соотношения (2.122) — (2.124) показывают, что корреляцион- 
ная функция содержит информацию о распределении мощности 
в спектре сигнала, а спектральная характеристика, в свою очередь, 
содержит информацию о корреляционной функции сигнала. 

Перейдем теперь от периодического сигнала к непериодическому. 
Для этого нужно учесть, что в соответствии с определениями 
(2.107) и (2.114) корреляционная функция’ импульсного сигнала 


равна! 
| р (т) = Гуфо, (1). (2.125) 


Иными словами, при одинаковых формах сигнала внутри одного 
периода, автокорреляционная функция одиночного импульса, 
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имеющая размерность энергии (а не мощности), в Т; раз больше, 
чем автокорреляционная функция соответствующего периодиче- 
ского сигнала. 

Подставляя в (2.124) и (2.125) выражение (2.122), получаем 


алк 
Их, { 9 
т т 5 Ф (т)е т, (2.126) 
2 
о 
ф®=27ь У, 29 ела, (9.197) 
п —со 


Но, в соответствии с формулой (2.41), 


Ай = | ае | 415 <) 


Т, та 
Следовательно, 
+ 
18 (9,)1 = { (т) еп дт, (2.128) 
+ 
$ (*) = 2 5 а а (2.129) 


. 


Устремляя теперь Т; к бесконечности, что позволяет в пределе 
считать 9, > 20, по, > ©, а суммирование свести к интегриро- 
ванию, получаем 


+оо со 
[5 (9)]° = { 4р (т) е‘ дт = 2 | (т) соз Отт, (2.130) 
сә 0 


+9 оо 
= | [$ (Фе чае = 1 | [3 (9) соѕз Ота. (2.131) 
о 0 р 


Итак, преобразование Фурье, примененное к автокорреляцион- 
ной функции импульсного сигнала 5({), дает спектральную плот- 
ность энергии сигнала [5(9) 1? (см. $ 2.8), а обратное преобразование 
над [5(0) 1 дает автокорреляционмую фукцию %(т): 

Заметим, что в случае одиночного импульсного сигнала бессмыс- 
ленно говорить о спектре средней мощности, так как эта мощность 
(усредненная по бесконечному времени) равна нулю. Поэтому для 
такого сигнала % (т) и [5(0) 1? имеют размерность, соответственно, 
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энергии и энергии в полосе | гц. В случае же периодического сиѓ- 
2 


А 
нала \р., (т)и = Т, имеют смысл средней мощности сигнала и средней 


мощности в полосе 1 гу соответственно. 

Установление связи между спектральной и корреляционной 
характеристиками имеет особенно важное значение для сигналов 
и шумов типа стационарных случайных процессов. 

Существует теорема Винера — Хинчина, утверждающая, что 
автокорреляционная функция и энергетический спектр стационар: 
ного случайного процесса связаны между собой интегральными 
преобразованиями Фурье: 


А +оо А 
У, (о) = | фе, (2:132) 
+оо 
=> { И, (о) с фо. (2.133) 


Здесь (о) — энергетический спектр, определяемый на всей оси 
частот —оо<60< | оо. 

Если определять энергетический спектр только на’положитель- 
ной оси частот (как это было принято в $ 2.12), имеет место соотно- 
шение 


У (о) = 210, (о). - (2.134) 
При этом ј Р 
* + оо 
У (а) = 2 | ф(юет к = 4 [ф(9 соз отат, (2.135) 
о 0 . я 

+оо . со 
Ф) = 3.1 { ИИ (о) еі до = 5- [то соз т йо. (2.136) 

— 00 0 


Из выражения (2.136) вытекает уже знакомое нам соотноше- 
ние [см. (2.103)] 


90) => { И (оуб = о (2.137) 
0 


При применении функции !, (©) получается аналогичное вы- 
ражение 


— 


+0 = 5= | У, (о) о = 0. (2.138): 


На основании выражений (2.135) и (2.136) можно сделать следующее 
заключение: чем шире энергетический спектр случайного процесса, 
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тем меньше время корреляции и, соответственно, чем больще время 


корреляции, тем уже спектр процесса. 

Особый интерес представляет предельный случай белого шума, 
когда энергетический спектр 1 (о) равномерен в полосе частот 
0<о<оо. Если в выражение (2.136) подставить (о) = о = 
= сопзі, то получим * [см. выражение (2.74)] 


оо 


ноен ню = ом 


где 8 (т) — дельта-функция. 

Это означает, что для белого шума с бесконечным и равномер- 
ным спектром корреляционная функция равна нулю для всех зна- 
чений т, кроме т =0, при котором % (0) обращается в бесконеч- 


ность, причем 
оо { . 
Од [000 = е. (9.140) 
ж 0 а 


Қак уже указывалось в $ 2.13, стационарный процесс с такой 
корреляционной функцией называется дельта-коррелированным. 


1 Если исходить из выражения (2.133), в котором используется энер- 
гетический спектр М, (в) = ©. то получится 


х ф (<) = рб (<). 


ГЛАВА 3. 


ИНФОРМАЦИЯ И СИГНАЛ 


3.1. МЕРА ИНФОРМАЦИИ 


Информация, передаваемая по каналу связи или извлекаемая 
в результате измерения, заключена в сигнале. Для оценки ин- 
формационной емкости сигнала должна быть уста- 
новлена связь между параметрами сигнала и количеством инфор- 
мации, которое можно передать с помощью данного сигнала. Основ- 
ные свойства и характеристики сигналов были рассмотрены в пре- 
дыдущей главе. Теперь необходимо остановиться на вопросе о 
количественном определении информации. 

Такое определение и вытекающие из него важные заключения 
об условиях передачи информации по каналу связи составляют 
содержание новой науки — теории информации, которая, возникнув 
сначала как теория электросвязи, быстро перешагнула границы 
этой относительно узкой области и все в ббльшей степени проникает 
в самые различные науки, в технику, экономику и культуру. 

Исчерпывающее и систематическое изложение теории информа- 
ции не входит в задачу курса теории радиоцепей и сигналов. В дан- 
ной главе излагаются без доказательств лишь некоторые основные 
положения этой теории, необходимые для уяснения требований 
к параметрам сигнала. 

Начнем с рассмотрения ситуации, возникающей при передаче 
информации, отвлекаясь пока от того, как производится эта пере- 
дача. 

Информация содержится в сообщении, которое надлежит 
передать ототправителя к получателю. Сообщение 
неразрывно связано с некоторым событием и является его описа- 
нием. Любое событие состоит в изменении (во времени или про- 
странстве) состояния некоторого объекта или процесса. Сообщение 
является ничем иным, как указанием на то, в каком из возможных 
состояний находится объект или процесс. Итак, событие порождает 
сообщение, которое необходимо передать. Очевидно, что эта необ- 
ходимость возникает только тогда, когда данное событие является 
для получателя новым, неожиданным. В противном случае, т. е. 
если бы получатель знал содержание сообщения (состояние объекта 
или процесса) заранее, передавать его было бы излишне. Естествен- 
но, что чем более неожиданно сообщение, тем больший интерес оно 
представляет для получателя, тем большим количеством ин- 
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формации будет располагать получатель после приема сообщения. 
Из этого следует, что для придания понятию «количество информа- 
ции» четкого математического смысла, требуется дать численное 
выражение «степени неожиданности» сообщения. 

° Эта задача решается методами теории вероятностей. 

Пусть по каналу связи передается сообщение о событии, вероят- 
ность которого (априорная) равна Р;. После приема сообщения 
вероятность (апостериорная) этого события для получателя ста- 
новится равной Р,. Прирост количества информации, связанный 
с приемом сообщения, определяется с помощью следующего 
выражения: , 


І = Лов 52 = Іов Р, — 108 Р, 89) 


Это соотношение лежит в основе всей теории информации. 

Выбор логарифмической функции для количественной оценки 
прироста информации дает ряд преимуществ, главное из которых 
заключается в свойстве аддитивности: при передаче сообщений 
о независимых событиях полная информация оказывается равной 
сумме информаций, содержащихся в отдельных сообщениях. 

При условии, что канал связи является идеальным, т. е. что 
в нем полностью отсутствуют помехи, а также искажения сигналов, 
событие после приема сообщения о нем становится достоверным. 
Это означает, что вероятность Рг обращается в единицу, а выраже- 
ние (3.1) переходит в следующее: 


1 = —106Р,. (3.2) 


Итак, количество информации, содержащееся в передаваемом 
сообщении, зависит от вероятности Р: события до приема сообще- 
ния. Чем меньше эта вероятность, т. е. чем больше неопределенность 
исхода, тем большая информация о нем получается в результате 
приема сообщения. Отметим, что так как Р1<1, Іов Р1<0, то опре- 
деляемая формулой (3.2) информация всегда положительна. 

При передаче сообщения о событии, имеющем два равновероят- 


: 1 
ных исхода, очевидно, Р: = 5. Содержащееся в таком сообщении 
количество информации в соответствии с формулой (3.2) равно 


1= — 108 5 = 1082. (3.3) 


Численная величина / зависит от выбора основания логарифмов. 
Если в качестве основания выбрать 2, то последнее выражение при- 
нимает вид 


1 = 108,2 = 1. | (3.4) 


Определенная таким образом единица количества информации, 
соответствующая сообщению о том, что произошло одно из двух 
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равновероятных событий, называется двоичной единицей 
информации. 

Двоичная единица получила наиболее широкое распростране- 
ние в теории информации и, особенно, в технических ее приложе- 
ниях ввиду того, что большинство схем и устройств вычислительной 
техники работает на принципе использования элементов с двумя 
возможными положениями («да» — «нет», «включено» — «выклю- 
чено» и т. д.). Е 


3.2. КОЛИЧЕСТВО ИНФОРМАЦИИ В ДИСКРЕТНЫХ СООБЩЕНИЯХ 


В этом параграфе рассматриваются дискретные сообщения, т. е. 
сообщения, передаваемые при помощи отдельных символов, обра- 
зующих так называемый алфавит канала связи. В письменной речи 
подобными символами являются буквы алфавита данного языка. В бо- 
лее общем случае алфавит может состоять из любых различных сим- 
волов. Сообщение составляется из отдельных символов. Общее число 
символов в достаточно длинном сообщении может быть очень боль- 
шим. Так как число различных символов алфавита обычно невелико 
(например, 26 букв в латинском алфавите, 33 буквы в русском алфа- 
вите, 10 символов-цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9 варабской системе 
счисления ит. д.), то в длинном сообщении каждый из символов алфа- 
вита может встречаться много раз. Для оценки информационного 
содержания сообщения, насчитывающего, допустим, всего п симво- 
лов, очень важное значение имеет выяснение следующего вопроса: 
сколько различных последовательностей, содержащих по п симво- . 
лов, можно составить при заданном алфавите, насчитывающем /, 
различных символов $1, 52, ..., Эр ..., $1? 

При этом имеется в виду, что каждая из последовательностей 
может различаться либо выбором символов из алфавита, либо 
размещением этих символов. 

Ответ на этот вопрос можно получить с помощью Бо 
простых рассуждений. 

При л = 1, т. е. когда каждое сообщение передается с помощью 
одного символа, число возможных сообщений, очевидно, равно Г.. 
При л = 2 каждый из символов $; при добавлении его поочередно 
ко всем символам алфавита дает Г. сообщений, состоящих из двух 
символов. Возможные сообщения образуют при этом следующую 
совокупность: 

Зоя Ооо а 
515, 5,53 Е оо оаа ау Ее 


с. № Е 
а 
І столбцов 


Всего различных сообщений, состоящих из двух символов, полу- 
чается [7. Продолжая это рассуждение далее, приходим к следую- 
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щему выражению для числа сообщений, СОСТОЯЩИХ ИЗ п СИМВОЛОВ: 
№ (п) = [^. (3.5) 


Следует особо отметить, что, называя каждую из последовательно- 
стей, содержащих п символов, сообщением, мы совершенно не инте-. 
ресуемся ценностью подобных сообщений. Вполне очевидно, что 
очень большая часть из подобных «сообщений» может быть лишена 
какого-либо смысла. Пока речь идет только о числе возможных 
комбинаций «из` [. по п» при условии, что допускаются любые после: 
довательности из символов $ ;, образующих /-алфавит. 

Если, однако, каждую из возможных последовательностей рас 
сматривать как равновероятное сообщение, то нетрудно подсчи- 
тать количество содержащейся в нем информации. Для этого в соот- 
ветствии с формулой (3.2) необходимо найти априорную вероятность 
того, что из /„ возможных последовательностей выбор падет на 
одну вполне определенную последовательность. Эта вероятность, 
очевидно, равна 


Р,= ут, | . (3.6) 


и, следовательно, количество информации В ОДНОМ сообщении равно 


І, = — 108, 7% = п 100, 1 дв. ед. (3.7) 


Разделив /, на число символов в сообщении п, получим среднюю ин- 
формацию, приходящуюся на один символ: 


а [ор ВЫ (3.8) 


символ 


_ Из выражений (3.7) и (3.8) вытекают следующие важные 
свойства дискретных сообщений, составленных из равновероят- 
ных и независимых символов: а} количество информации в сообщении 
пропорционально полному числу символов п и логарифму числа А 
и б) средняя информация на один символ зависит только от числа [., 
т. е. от числа различных символов в алфавите. 

Как уже отмечалось, случай, когда вероятности отдельных сим- 
волов алфавита одинаковы, является весьма абстрактным. В прак- 
тике, как правило, приходится иметь дело с передачей символов, 
имеющих различные априорные вероятности. Так, например, при 
передаче результатов измерения длины у большого числа экземпля- 
ров какого-либо изделия сообщения могут представлять собой 
длинную последовательность символов, каждый из которых пред: 
ставляет собой одну из 10 цифр (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9). Так как 
предполагается, что отклонения размеров отдельных образцов изде- 
лия от номинала между собой не связаны, то отдельные символы 
можно считать независимыми. Но при этом вероятности появления 
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в сообщении различных символов неодинаковы. Так, например, при 
номинальной длине образца 5 единиц наиболее вероятным символом 
будет 5, гораздо менее вероятными — символы 4 и 6, а символы 3 и 
7, 2и8, 1 и 9 практически не будут встречаться в сообщении. 

Итак, пусть в сообщении, состоящем всего из п символов, 
встречается пд символов $4, соответствующих событию А, ив сим- 
волов в, соответствующих событию В, и так далее, причем сум- 
ма всех символов равна п: 


ПА в +. = п. А 


Прием одного символа 5д дает информацию, равную Ја = 
= — 106; РА [см. формулу (3.2)], где Рд — вероятность события 
А. Полная информация в л, взаимно независимых символах 5, 


очевидно, равна л, (— 108; Р„). Аналогично, в и символах о со- 
бытии В содержится информация п, (— 108,Рһ) и т. д. 


Очевидно, полная информация в сообщении из п символов 
равна 


Г = —(пд108 Р, + пъ ов, Рь + ...) дв. ед. 


Разделив это выражение на и, найдем среднюю информацию, 
приходящуюся на один символ: 


п 
1 = = Ў ов, Р дв. ед. (3.9) 
ү 1 


7] символ ? 


где суммирование Кааяэволітея по всем возможным событиям 
А, Вит. д. 
я е 
Ясно, однако, что отношение СА есть не что иное, как априор- 


( п 
В 
ная вероятность появления символа БУТ отношение — `` символа 


Ѕви т. д. 


Таким образом (это справедливо при достаточно большом 
числе п), 


п 
Е. 
причем РА -- Рв + ... = 1, так как предполагается, что переда- 
ваемое событие обязательно входит в совокупность событий 
АВР. 
Подставляя Р; в выражение (3.9), получаем полную инфор- 
мацию в сообщении 


1. = —пУРлоњР, дв. ед. (3.10) 
98 


и информацию (среднюю) на один символ я 


дв, ед 
һ = — У Ров Р, 2-0 (8.1) 
Е 


7 символ * 


Определенная таким образом величина / получила в теории 
информации название энтропии. 

В дальнейшем энтропия будет обозначаться буквой Н. Таким 
образом, 


дв. ед. 
=— \ Р,0ор, Р, ——————, 2 
я ) 9822 у символ (3.12) 

1 

+ 
Суммирование производится по всем значениям (или состояниям), 
_ которые с вероятностями Рі, Рг, ..., Ри может принимать случай- 
ная величина (или событие), причем считается, что 


УР, =1. (3.13) 


Как и в формуле (3.2), определяемые формулами (3.11) и (3.12) 
величины Л и Н не могут принимать отрицательных значений. 

В теории вероятностей доказывается, что при заданном числе 
возможных состояний энтропия максимальна при равномерном 
распределении вероятностей, т. е. при 


Ру = Р, =... = Р, = 1, (3.14) 


1 
т 
Это свойство особенно наглядно проявляется при т = 2, т. е 
когда рассматриваемая случайная величина может принимать лишь 
одно из двух возможных значений или, применительно к передаче 
информации, когда возможно одно из двух событий. В этом случае 


Р-Р =1, Р, = 1—Р; 
и выражение (3.12) может быть записано следующим образом: 
Н = — Р, 108. Р, — Р, 108; Р, = — Р, 108, Р; — 
— (1— Ру) 106,(1— Ру). 


График этой функции изображен на рис. 3.1. 

При Р,=0 и Р,=1 (или Р,=1 и Р,=0) энтропия обращается 
в нуль, при Р,=Р,=1/2 энтропия достигает максимального зна- 
чения, равного единице. 

Поясним смысл полученного результата. Обращение вероятно- 
-стей одного из двух возможных состояний в нуль или единицу 
вносит полную определенность, и сообщение о подобном событии 
не содержит в себе никакой информации. При Р, = Рг = !/ 
исход испытания (или выбор одного из двух событий) является на- 
иболее неопределенным и, следовательно, информация, которая 
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может быть извлечена из сообщения о событии, является макси- 
мальной. В данном примере (при двух возможных исходах) мак- 
симальное значение энтропии равно одной двоичной единице. 

Из приведенного частного случая (т = 2) видно значение энт- 
ропии как меры неопределенности случайной величины (или собы- 
тия). 

Обращаясь к общему выражению (3.12), видим, что энтропия Н 
может равняться нулю только в том единственном случае, когда 

б, одна из вероятностей Р1, 
(двоичн ей) Рз, ..., Р.„ равна едини- 
10 це (а следовательно, 
остальные вероятности 
равны нулю). Это как 
раз тот случай, когда 
отсутствует какая-либо 
неопределенность, . так 
как достоверно извест- 
но, какое событие долж- 
но осуществиться. Ясно, 
что в сообщении о по- 
добном событии инфор- 
мация равна нулю. 

Другим фактором, 
снижающим энтропию, 
р Помимо неравных ве- 

с 3 роятностей, является 

Рис. 3.1. 7 Е наличие связей (кор- 

на : реляции) между от- 

цельными символами в сложном сообщении. Так, например, если 

при передаче письменного сообщения имеется большая вероятность, 

что вслед за какой-либо буквой следует вполне определенная дру- 

гая буква алфавита, прирост информации при передаче этой буквы 
весьма мал или равен нулю’ (при 100% вероятности). 

Таким образом, формула (3.8), полученная при допущении 
о полной независимости (и равной вероятности отдельных элемен- 
тов сообщения), - определяет максимально возможное `· количество 
информации в сообщении заданной длины (состоящем из заданного 
числа символов). _ : 

Обычно сообщения, подлежащие передаче, обладают избыточ- 
ностью. Это означает, что фактическая энтропия Н меньше, чем 
максимально возможная энтропия Н маке при равной вероятности 
отдельных элементов сообщения и взаимной их независимости. 
Иными словами, число символов в сообщении больше, чем это тре- 
бовалось бы при полном их использовании. В теории информации 
избыточность характеризуется величиной 


КА 160г. (3.15) 


Н макс 


. 


Применением специальных методов кодирования удается снижать 
влияние избыточности источника сообщений на степень использо- 
вания канала связи. 

Эти вопросы рассматриваются в курсе «Теория передачи ив- 
формации». 


3.3. ИНФОРМАЦИОННАЯ ЕМКОСТЬ ДИСКРЕТНОГО СИГНАЛА 


Под дискретным сигналом подразумевается любой сигнал, ко- 
торый может принимать лишь фиксированные, дискретные зна- 
чения. Наиболее распространенный ‘дискретный сигнал — это со- 
вокупность импульсов и пауз. При этом импульсы обладают не- 
изменной амплитудой; длительности импульсов и пауз одинаковы. 
Подобный сигнал получается в результате применения двоичного 
кода, при котором импульс обозначает, например, «единицу», 
а пауза «нуль» (или наоборот). 

Если исходить из допущения, что избыточность источника со- 
общений равна нулю, то на один символ — импульс или паузу — 
приходится одна двоичная единица информации. Пусть длитель- 
ность одного импульса равна ти, а число импульсов и пауз в рас- 
сматриваемом сигнале равно п. Тогда полная длительность сигнала 
равна Т = ить, а количество информации в соответствии с форму- 
лой (3.7) равно п дв..ед. Импульсу с длительностью т, соответствует 
вполне определенная полоса частот 0: 


Ш = за (3.16) 
ар 5 
где А — близкий к. единице коэффициент, зависящий от формы 
импульса (см $ 2.14). 
Следовательно, количество информации в рарсмазривааа е сиг- 
нале длительностью Т не может превышать 


ЕМ 
= п = 1 = То дв. ед. (8.17) 
Положив № = 1 и разделив /, на длительность сигнала Т, полу- 
чим информационную емкость сигнала 


С ше: 20. 
сек А 


(3.18) 


Итак, информационная емкость дискретного сигнала при двоич- 
ном коде равна просто полосе частот сигнала ш гц. 

При этом считается, что уровень сигнала (амплитуда, мощ- 
ность) настолько превышает уровень помех, присущих данному 
каналу связи, что обеспечивается вполне надежное различение 
импульса от паузы. у 

Рассмотрим теперь дискретный сигнал, получаемый при более 
сложном кодировании, например, когда вместо «1» и «0» передаются 
импульсы с различными, но фиксированными амплитудами (без па- 
уз). При этом информация содержится в величине импульса. 
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Пусть число уровней, которые может принимать каждый из 
импульсов, равно /. Тогда можно считать, что число различных 
«букв» или «символов» равно [., и в соответствии с формулами (3.7) 
и (3.17) получаем 


І =п 08, Ё = г Іор, 1. = + Тш 106,1. == Та 105. Г дв. ед. (3.19) 
и 


Заметим, что как и формула (3.18), это соотношение имеет смысл, 
пока разница между двумя соседними уровнями сигнала велика по 
сравнению с уровнем помехи, на фоне которой производится вы- 
деление сигнала. д 

Разделив [„ на общую длительность сообщения Т, получим, что 
сигнал с полосой частот ш, который может принимать одно из А 
дискретных значений, обладает информационной емкостью 


С алов 500 _ (3.20) 


сек 


Если дискретный сигнал записан, например, на ленте магнито- 
фона, то С — это число двоичных единиц информации, приходяще- 
еся на отрезок ленты «длиной» в | секунду. При передаче сигна- 
ла С может рассматриваться как скорость передачи информации, 
выраженная в двоичных единицах за секунду. 

Эта скорость для сигнала с полосой частот & и с числом уровней А 
является предельной, так как при ее вычислении мы полагаем, 
что в передаваемых сообщениях полностью отсутствует избыточ- 
ность, а длительности отдельных элементов сигнала (импульсов, 
а в случае двоичного кода — импульсов и пауз) одинаковы. 

В общем случае, когда символы могут быть разной длительно- 
сти, вычисление С более сложно. Эта задача рассматривается в кур- 
се теории информации. 


3.4. ИНФОРМАЦИЯ В НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛАХ ~ 


Возникает вопрос о том, как определить информационную 
емкость сигнала для случая, когда объект или процесс, информа- 
ция о котором передается, может принимать непрерывное множе- 
ство состояний, т. е. когда сообщение и соответствующий ему 
сигнал являются непрерывными функциями времени. 

Рассуждения, использованные выше для дискретных сообщений, 
в данном случае явно не годятся, так как приводят к противореча- 
щему здравому смыслу выводу, что количество информации в непре- 
рывном сигнале бесконечно велико, даже если длительность сиг- 
нала конечна. Действительно, пусть задан сигнал в виде функции 
5(#, действующей в интервале времени длительностью Т. Разбив 
эту функцию на сколь угодно короткие импульсы (рис. 3.2), можно 

` попытаться трактовать сообщение длительности Т как совокуп- 
ность неограниченно большого числа дискретных сигналов (им- 
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пульсов), обладающих различными уровнями. Приписывая уровню 
определенный смысл (в соответствии с некоторым «алфавитом», 
в котором вместо букв используются градации уровней) и устрем- 
ляя длительность импульсов к нулю, получим бесконечно большое 
ЧИСЛО «символов» в сообщении конечной длительности. 
Нетрудно выявить ошибочность подобного рассуждения. 

Рассмотрим сначала простейший сигнал в виде гармонического 

колебания с частотой Ё. Оказывается, что для воспроизведения 
такого сигнала достаточно передавать дискретную последователь- 
ность мгновенных значений в моменты времени, отделенные интер- 


5(0) 


Рис. 3.2, 


1 7 
валом, равным половине периода, т. е. Гуга Дальнейшее сокраще- 


ние интервалов не дает дополнительной информации о сигнале. 
Из этого следует, что для воспроизведения непрерывного сигнала 
5(#), обладающего спектром с наивысшей частотой Еш, достаточно 
передавать дискретную последовательность мгновенных значений 
А Г 1 
5(1) в моменты времени, отделенные интервалом ор: 
Я т 

Это положение обосновывается фундаментальной теоремой Ко- 
тельникова («теорема отсчетов»), рассматриваемой ниже в $ 3.5. 
Из этой теоремы следует, что для передачи сообщения с длитель- 
ностью Т и с наивысшей частотой в спектре Р» достаточно передать 
равноотстоящие «выборки» (отсчеты) сигнала общим числом, не 
превышающим 

Уй 
Мат. аР (3.21) 

В общем случае спектр сигнала может занимать полосу частот 
от Рынн ДО Ёмакс, Т. е. ширина спектра & == Рыакс — Рыин. Если 
наивывшая частота спектра равна Рыакс = Ё„, а наименьшая 
Емин = 0, то ширина спектра “=Е».- В этой главе Ё, и шю будут 
применяться в одинаковом смысле. 

В реальных системах всегда присутствуют помехи (шумы), 
накладывающиеся на передаваемые сигналы. Для различения 
импульсов по их величине требуется тем ббльший перепад между 
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соседними значениями импульсов, чем выше уровень шумов. Бес- 
полезно иметь шкалу уровней с градациями, меньшими, чем эф- 
фективное (среднеквадратичное) напряжение помехи. Отсюда сле- 
дует, что при средней мощности помехи Р, и мощности сигнала 
Ре число различимых градаций может быть принято близким к от- 
ношению - 


Пе А 
ҮР. 


Итак, по своей информационной емкости непрерывный сигнал 
с длительностью Т и спектром Ри может быть приравнен к дискрет- 
ной последовательности м импульсов, каждый из которых может 
принимать одно из Г. значений. По аналогии с рассмотренным в пре- 
дыдущем параграфе случаем дискретного сообщения / можно 
рассматривать как число различных символов алфавита, а п — 
как общее число символов в сообщении. 

Следовательно, в соответствии с формулой (3.7), полная ин- 
формация в непрерывном сообщении с длительностью Т равна 


` 


[т = п1ор, В = (ФЕ „тов 22 с Ра, (3.99) 


Предельная информационная емкость (а также скорость пере- 
дачи информации) при заданном отношении Р/Р, и заданной по- 
лосе частот сигнала ш == Ам равна 


_ т 2Р7 91 1 Р.Б Р, 
т Етер а ИЕ 
Р.Р, дв. ед 
дЕ Лов т (3.23) 


п 


При составлении этой формулы использовано то обстоятель- 
ство, что в реальных системах связи 2 Ё„Т%У1. Отметим также, . 
что все приведенные рассуждения справедливы только при условии 
взаимной независимости (некоррелированности) выборок сигнала, 
а также при некоторых ограничениях, наложенных на свойства 
шума. (Считается, что как сигнал, так и помеха обладают свойст- 
вами белого шума.) Несмотря на чисто интуитивное определение 
числа градаций сигнала Г., полученный результат совпадает с более 
строгим рассмотрением, которое будет проведено в $ 3.8. 

‘Формула (3.23), устанавливающая предельную скорость пере- 
дачи информации, является фундаментальным соотношением тео- 
рии информации и применима к любому виду связи — радио, пров 
водной связи, системе управления и т. д. 

Из этого соотношения следует, что важнейшими характеристи- 
ками канала связи являются: а) ширина спектра сигнала, исполь- 
зуемого в данном канале, и 6) превышение мощности сигнала над 
мощностью помех. В реальных условиях помехи могут отличаться 
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от чисто шумовых. Кроме того, не всегда помеха и сигнал аддитив- 

(например, при использовании нелинейных устройств). По- 
этому выражение (3.23) чаще всего следует рассматривать лишь 
как качественное соотношение. Это, однако, не умаляет его важ- 
ности. 


3.5. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛОВ 


Как уже указывалось в предыдущем параграфе, в случае непре- 
рывных сообщений теория информации строится на замене послед- 
них эквивалентной им по информационному содержанию совокуп- 
ностью дискретных сигналов (сообщений). 


902), % 


РН 1 
287 227 7 у 25 `2#т 


Рис. 3.3. 


Операция такой замены, которую будем называть дискре- 
тизацией непрерывного сигнала, основывается на теореме 
отсчетов (Котельникова), гласящей: если функция $(№ не содержит 
частот выше Ет гц, то она полностью определяется последователь- 
тне своих значений в моменты, отстоящие друг от друга на 


ыз секунд. 


Смысл этой теоремы становится ясным при учете сделанного 
в $ 3.4 замечания, что функция не может существенно изменить 
свое значение за время меньшее, чем половина периода наивысшей 


частоты, т. е. за время =. 
т 
Для аналитического задания функции $( с помощью ее зна- 
чений в моменты отсчета используется вспомогательная функция 
следующего вида (рис. 3.3): 


ѕіп 27Р, зіп 0» 
ь р тот. (3.24) 


Подобная функция, уже встречавшаяся ранее (см. $ 2.7), обла- 
дает следующими свойствами: 


а) спектр ее равномерен в полосе частот от — Ё, до + Ё»; 
р 1 
6) в точке  =0 в(0) = 1,`а в точках { = плі = п Е- функ- 
т 
ция д(пЛі) обращается в нуль. Здесь п — любое целое число, 
положительное или отрицательное. | 
Основываясь на этих свойствах функции (№, заданный сиг- 


нал $(1) со спектром, ограниченным полосой от 0 до Ри, можно 
представить в виде следующей суммы: 


ее 980 +оо | 
іп О (Е — пАѓ 


Здесь пЛі представляют собой отсчетные точки на оси і. 

То, что эта сумма точно определяет заданный сигнал (1) в точ- 
ках отсчета, не требует дополнителных доказательств. Действи- 
тельно, в любой из этих точек, например 2-й ([= АД?), все 
слагаемые под знаком суммы, для которых п= 5, в силу свойства 
б) обращаются в нуль; в слагаемом же с индексом п = А дробь 
обращается в единицу, и правая часть выражения (3.25) равна про- 
сто (ЕДІ), т. е. значению 5(4) в точке # = ЕДЕ, 

Замечательно, однако, что выражение (3.25) точно определяет 
функцию $(2 в любой момент і, а не только в точках отсчета 
Ё = РАДЕ. 

Для доказательства ‘этого утверждения необходимо показать, 
что спектр правой части выражения (3.25) совпадает со спектром 
8(9) исходной функции (й. Это будет также и достаточным усло- 
вием доказательства, поскольку функция времени однозначно опре- 
деляется. своим спектром. 

Итак, находим спектр $1(9) правой части выражения (3.25). 
Применяя обычное выражение для преобразования Фурье, получаем 


мы ѕіп Ом (1— 14) 
О | У $49 0 778 тай е-—#9! Ді. 
—в п==—00 


Меняя местами порядок интегрирования и суммирования, а 
также переходя к новой переменной АЕ і — пЛі, приводим пос- 
леднее выражение к виду 


_ + 4%. 
78109) = р- У, (але я снах (3.26) 


пес : —© 
С помощью соотношения 
е—18х — с05 9х —іѕіподх 
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входящий в (3.26) интеграл легко приводится к сумме следую. 
щих четырех интегралов: 


+оо 
Ее 
х 
— 00 
+оо + © 
-1| зы их аът | ивы) ПКА 
— оо к І — оо 
ВЕР +оо 
1 соѕ (9 +9) 1 1 соѕ (9 595 —В). 
+1 р | |. 
— со - со 
`Но 
+ © 
1. | Еа 20а т, 
— со 
+ о 
1 зіп (9„— ©) х т 
> Ре о при <), 


Следовательно, при <Я» первые два интеграла дают в сумме л. 
Интегралы же в квадратных скобках обращаются в „нуль ввиду 
нечетности подынтегральных функций относительно х*. 
Итак, для О < 9, выражение (3.26) приводится к виду 
= + со А 
58.09 = р У задела, (3.27) 


3 п = — 00 


Так как суммирование ведется как по положительным, так и 
отрицательным значениям п, можно изменить знак перед п. 


1 т 
Учитывая также, что ДЁ== = әр = 5, записываем последнее 
т т 
выражение в несколько видоизмененной форме: 
+ с т 
1 2п а 
5.09 = У 5 з(-пдде №. (3.28) 
2 п= — 00 Ут 


Нетрудно видеть, что полученное выражение есть не что 
иное, как представление функции 5,() в виде ряда Фурье 


1 Это относится к главным значениям интегралов. В точках же х = 0 
каждый из интегралов независимо от соотношения между Эщ и О обра- 
щается в со и их разность равна нулю. 
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с периодом от —0,, до +9». Коэффициенты этого ряда, очевидно, 
равны 


А, = о (пдд). (3.29) 


Для сопоставления $;(9) с $(9) необходимо определить коэф- 
фициенты аналогичного ряда Фурье для функции $(9)..Это проще 


всего сделать с помощью подстановки { = пДЁ в общее выражение 
интеграла Фурье для $(#: 
т 
50) = 5 { $ (©) в 40. 
Ма 
Пределы интегрирования здесь взяты с учетом ширины 
спектра функции 5 (1). 


В точках 
тее а 
+9, 
—- 9 
(пл = 9- №, 5 (0)е" 8 ЦО. 


— т 


Изменив знак аргумента п Ді и домножив обе части этого 
2п 
выражения на -=—, получим 
т 


м ; 
2л 1 ь 11-9 
2" 5 (-пА9 = ше $9) е "т 20. (3.30) 


Но правая часть последнего выражения представляет собой 
п-й хоаррицнент разложения функции >” в ряд Фурье с перио- 
дом от — От до + Ом (рис. 3.4). 


Следовательно, коэффициенты ряда Фурье для функции $(0) 
равны 5 


А, 07 (пдд). ` 6599 


, 


Совпадение выражений (3.29) и (3.31) для коэффициентов А» 
и А, доказывает тождественность спектров $,(%) и $(0), а следова- 
тельно, и соответствующих им функций времени. 

Итак, непрерывный сигнал 5({) полностью определяется дис- 
кретной последовательностью своих значений, отсчитанных через 


1 
интервалы времени, равные әр: Эти значения функции иногда 
т 


называют выборками сигнала. 

Рассмотрим теперь случай, когда длительность сигнала $(#) 
конечна и равна Т, а полоса частот по-прежнему равна Риш. Эти 
условия, строго говоря, несовместимы, так как функция конечной 
длительности обладает теоретически бесконечно широким спектром. 
Практически, однако, всегда можно ограничить спектр полосой Ри, 
а сигналом вне интервала Т пренебречь ввиду его малости. 

При таком допущении, если имеется сигнал длительностью Т 
с полосой частот Ри», общее число независимых параметров [т. е. 
значений ѕ(пД/і)], которое необходимо для полного задания сиг- 
нала, очевидно, равно 


Т 
М = + 1=2Е,Т+1. (3.32) 


При = У 1 можно считать М=2Р„ Г. 
При этом выражение (3.25) принимает следующий вид: 


= тт 
іп 9, (#— п А+ 
50 = > а = Е (3.33) 


Число № иногда называют числом степеней свободы 
сигнала $2), так как даже при произвольном выборе значений 
ѕ(пА і) сумма вида (3.33) определяет функцию 5(1), удовлетворяющую 
условиям заданного спектра и заданной длительности сигнала. 

„ Для уяснения физического содержания теоремы отсчетов полез- 
но рассмотреть следующую задачу, обратную дискретизации: зада- 
на совокупность выборок, а нужно восстановить исходное сообще- 
ние $(№). Допустим, что выборки передаются по каналу связи в виде 
импульсов очень малой длительности (рис. 3.5, а), много меньшей, 


1 
чем интервал Лі = 5;_ между двумя соседними выборками. На 
т 


приемной стороне эти импульсы пропускаются через идеализирован- 
ный фильтр нижних частот с полосой прозрачности, равной Рм. 
В этой относительно узкой полосе частот спектральную плотность 
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импульса выборки практически можно считать неизменной. Это 
значит, что спектральная плотность сигнала на выходе фильтра от 
одной выборки имеет вид прямоугольника с основанием — Рш, + Ри. 
Такому спектру соответствует функция времени, совпадающая по 
форме с функцией 5(1), показанной на рис. 3.3. Амплитуда этой функ- 
ции, очевидно, пропорциональна амплитуде выборки на входе филь- 


Рис. 3.5. 


тра. Последовательность таких функций для соответствующих вы- 
борок изображена на рис. 3.5, б. Суммирование этих функций дает 
исходное сообщение $(1) (рис. 3.5, в). Точное восстановление 5(#) 
возможно лишь после приема всех выборок. 

В ряде случаев оказывается удобным представлять сигнал с по- 
мощью выборок спектральной функции $(©), а не функции 5$(1. 
Если ранее накладывалось условие, что полоса частот сигнала огра- 
°ничена интервалом от — @„ до + От, то теперь следует исходить 
из условия, что сигнал существует только в пределах промежутка 


времени о І до + 5: 


Задача РЕ еу в представлении се В форме, ‘аналогичной 
выражению {3.33). < 
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Это нетрудно` сделать на основании отмеченного в $2.6 свойства 
взаимной заменимости переменных і и © в. преобразованиях Фурье 
(2.38) — (2.39). Применительно к выражению (3.33) это означает, 


Т 
что { должно быть заменено на ©, а ©, на 7- При этом интервал 


А = = между выборками функции $(1) должен быть заменен час- 


2п 

тотным интервалом А = т. 

Итак, по аналогии с (3.25) можно написать следующее выражение 
для спектральной плотности $ (9): 


п 7. (2 — п А9) 
$®)= – Ў (ПАО) я 
269 —пА9) | 


п= — 00 


252 (в) а —. (3.34) 


Здесь $ (9 75) — выборки функции 5 (9), т. е. значения 


2 
функции $ (©) в отсчетных точках п 7° на оси частот. 


Таким образом, можно сформулировать следующую теорему: 
если длительность сигнала не превышает Т, то спектральная плот- 
ность сигнала 5(®) полностью определяется последовательностью 


своих значений в точках на оси частот, отстоящих одна от другой 
9 т 
на расстоянии АО = т ь 

Если кроме длительности ограничен также и спектр! сигнала, 
причем наивысшая частота ёсть < „, то число ‘отсчетных точек равно 


1+1 Зв 1-Е, Т1. (3.35) 
т 


у 


а 


Так как в обе случае $(0) является комплексной. величиной, 
в каждой отсчетной точке (за исключением точки © = 0) должны 
быть заданы действительная и мнимая части функции $(9) (или 
модуль и фаза). Поэтому, как и при временном представлении, 06- 
щее число независимых параметров или «степеней свободы» сигна- 
ла равно № = 2Р„Т + 1=2Е„Т. 

Чем «длиннее» сигнал (при заданной наивысшей частоте Ри), 


тем меньше частотные интервалы т между выборками функции 
509). 


Й 1 он сделанную выше оговорку относительно нестрогости допущения 
об одновременном ограничении сигнала по спектру и по длительности. 
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На рис. 3.6 изображен график модуля функции $(0) и соответ- 
ственно абсолютные значения! (модули) выборок 57). Напом- 


НИМ, ЧТО ДЛЯ ПОЛНОГО задания спектральной функции должны быть 
дополнительно указаны аргументы (фазы) выборок. 


Выразим теперь полную энергию сигнала через заданные вы- 
борки. Для установления требуемого соотношения воспользуемся 
выражением типа (2.66) 


кт 


с [е (Рае. · (3.36) 


Де 


Здесь Е, представляет собой энергию, выделяемую сигналом 
(ток, напряжение) в сопротивлении 1 ом за все время действия 
сигнала Т. 

Учитывая формулу (3. 33), получаем 


т ў 
+ Га, Т 2 


ж. ѕіп Ям (2—л АЕ) 
Е, 1) У аво зададо а. 


При возведении подынтегральной суммы в квадрат получаются 
слагаемые двух видов С 

От (#41) _ зіп?х 

02 (2 — ЕАР)? Аг 


1 Эти значения определяются по формуле (2.41), в которой Ап — ампли- 
туда п-й гармоники периодической функции, получающейся при повторении 
заданного сигнала с периодом Т. 
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А 


зіп О (1—6 А) зіп (1 — 1А) зіпх  зт(х— Ат) 
ОА ета" 


где обозначено ћ=1— Е 2 0; Я„АЁ-=я. .. 
При ТУА пределы интегрирования —т, + а можно за- 


менить пределами — оо и + оо. д а. 
Интегрирование слагаемых первого вида дает 


ѕіп2 х 1 сіп х п 1 
{ ти | ОК ра ори 
— со — со 
а слагаемых второго вида — 
+ оо 
о 5 пх $1 (х— йт) 
Е в 
— с 


д5 Я Ес: л). при һ0). 5 


х 
=” Таким образом, выражение ‘для Е, приводится к виду 


(в силу ортогональности функций 


+тТ 
Е ИУ вид. — (3.37) 


п ЕТ 


Следует иметь в виду, что входящая. в правую часть сумма есть 


` не что иное, как произведение средней мощности 52 на число 
выборок 2Р Г. Таким рери формулу (3.37). можно привести 
к виду 


Е: 2,158 = Т5. З (3.37) 
т - - Г. 


> Б, . ` 


> 


3.6. ЭНТРОПИЯ НЕПРЕРЫВНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ » 

Описанная в предыдущем параграфе процедура дискретизации 
является первым шагом на пути к количественному. определению 
информационной емкости непрерывного сигнала. Вторым шагом 
является: определение. энтропий ее ВЗЯТОЙ из рассмазелов а 
мого случайного процесса. · < 

Эта выборка х является. случайной величиной непрерывного 
типа, обладающей некоторым заданным законом распределения ве- 
роятностей р(х): Под р(х) подразумевается одномерная плотность 
вероятностей х. Важно выяснить, как зависит информационная 
емкость непрерывного сигнала от присущего ему одномерного за- 
кона распределения. · Ус̧тановление этой зависимости позволит 
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в дальнейшем рассмотреть вопрос об информационной емкости сигна- 
ла длительностью Т, заданного дав 2Е„Т своих выборок 
(см. $ 3.8). 

Итак, рассматривается сообщение в виде одной выборки и тре- 
буется определить энтропию этого сообщения. 

Если бы х могло принимать лишь одно из дискретных значений 


Ху, Ха, Хз, ... С вероятностями Р:, Р,, Рз. ..., то энтропия в соот- 
ветствии с (3.12) определялась бы выражением 
Н = – УР, 106, Р., | (3.38) 
і 


При непрерывном же характере случайной величины х можно 
говорить лишь о том, что с вероятностью р(х) Ах сообщение х 
окажется в малом промежутке Ах. 

Рассматривая попадание х в интервал хр, х; + Ах; как ѓе 
дискретное сообщение, можно трактовать энтропию непрерывного 
распределения как предел обычного выражения для Н при Ах; -> 0. 


Н = іт (Хро) Ах, Іов, [р(х)) А). (3.39) 


Ах,- 0 


Заменяя логарифм произведения суммой логарифмов сомножите- 
лей, преобразуем это выражение следующим образом: 


Н = іт [— Хр Повьр (и Аж + 


Ах; 
+ Ит т У р(х) 108, Аж] ка) = 
Ах,-0 і 


+ о 3 . 
= | рО) орыр (х) ак т У р(х) Пов, Ах Аж, (3.40) 
ЧИН 


Первое слагаемое в правой части по своей структуре совпадает 
с выражением (3.38), второе же при Лх;> 0 обращается в беско- 
нечность. Этого и следовало ожидать, так как при Ах;> 0 непрерыв- 
ная величина х может принимать бесконечно большое число зна- 
чений и неопределенность (энтропия). выбора х стремится к бес- 
конечности. Нетрудно, однако, подметить, что скорость возраста- 
ния второго слагаемого при уменьшении Ах; фактически не зависит 
от закона распределения х. Действительно, полагая для простоты 
все интервалы Ах; одинаковыми, получаем 


= Ши У р(х) Пов Ах] Ах, = — Піт 108, Ах, Ур (х) Ах,= 
Ах; 0 1 Ах}-0 1 
5 + со у у А , 
= — Шт 106, Ах, { р(х) ах = — іт 105, Ах. о’ 
Ах,-+0 3 -— ор Г Ах`-0 у 11 : 
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В правой части этого выражения р(х) вообще отсутствует. Из 
этого следует, что второе слагаемое в правой части (3.40) обращает- 
ся в бесконечность одинаковым образом для любых непрерывных 
сигналов, независимо от закона распределения. 

При определении информационной емкости непрерывного сиг- 
нала, действующего на фоне шума, приходится вычислять раз- 
ность энтропий сигнала и шума. Так как при этом бесконечно боль- 
шие слагаемые взаимно уничтожаются, то основное значение при- 
обретает интегральный член в выражении (3.40). 


Рис. 3.7. 


Энтропию непрерывного распределения можно поэтому опреде- 
лять выражением 
Е + со 
Н = — { р (х) 100, р(х) ах. (3.41) 
5 кР 

Вычисленную таким образом энтропию иногда называют «диф- 
ференциальной» или «относительной» энтропией, так как она опреде- 
ляет не полную энтропию непрерывного сигнала (равную бесконеч- 
ности), а только ту ее часть, которая зависит от закона распределе- 
ния случайного сигнала. 

Вычислим с помощью (3.41) энтропию для случайной величины, 
соответствующей ординате какого-либо случайного процесса. Пусть 
под х подразумевается величина выборки х(&), взятой из процесса 
х(і) в момент {= В. В зависимости от плотности вероятности 
р(х), вероятность р(х) Ах попадания х в определенный интервал 
Ах будет различной. } 

Для сравнения рассмотрим три вида случайных сигналов: а) гар- 
моническое колебание, б) «треугольная волна» и в) гауссов процесс 
(рис. 3.7, а, 6, в). 

На каждом из этих рисунков изображена одна реализация со- 
ответствующего процесса. Сигналы а) и б) являются случайными 
в том смысле, что их начальные фазы неизвестны. Поэтому величина 
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выборки, взятой из этих процессов в момент &, является случайной 
величиной, хотя закон изменения сигнала и его амплитуда известны. - 

а) Гармоническое колебание со случайной фазой. Плотность 
вероятностей р (х) для такого процесса была найдена в $ 2.10. 
При обозначениях рис. 3.7, а . 


1 
ЭРЕ == 
( еа. х? 
Подставляя р(х) в (3.41), получим 
+ Ао 


п (Уд? х? —х 2) 
ро ах 


т 
Ы 
а | 
Са 


А, Е 
ах те № Уд? — х2 
И Уд? — х? 

0 


Здесь А =ю8, е=1,443 — модуль перехода от натуральных лога- 
рифмов к двоичным. 
Первый интеграл равен 
А, ла 
ах х 
=} = агеѕіп 5- 
У Ид? УФ Ао 
0 
Таким образом, к - С: В квадратных скобках правой 
части выражения (3.42) равно =- 5 2 шл. 
Второй интеграл приводится к виду; 


ах|. (8.42) 


| 
< 
ајә 
= 
а 


+ С помощью подстановки Уд — х? = Ау соѕф получаем: · 
х= Ао ѕіїпф; ах = Ау соѕф 4$; 


В 
т 


ВЕ Р КЕ вия а |1 (Ао соз 9) 4 
и х= | 10 (До соѕ 9) 4$. 
И д2— х2 ) Ил ) " 
. 0 
Таким образом, 2 


т т 


Я 2 
Га == {\ Ш (4% соз $) дф = Іп Д · 5 + | Іа (соѕ $) 20, 


0 0 
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т 


2 
= | (Аз соѕ ф) @ф= 
0. 0 | 


= 5 и: [11605949 = ув — 52. 


Итак, окончательно, 


НЕЕ Ппл--ш А, — 11 21 [п (5 л). (3.43) 
Выразим Н через среднюю мощность сигнала, которая равна 
Аб 
07 
Таким образом, 
А, =У7Р 


= [м А. т1Р]. - (3.44) 
уз 

Как и следовало ожидать, энтропия возрастает с увеличением мощ- 

ности (или амплитуды Ао) колебания. Чем больше эта амплитуда, 

тем больше неопределенность в возможной величине выборки при 

случайном выборе момента отсчета. 

б) «Треугольное» колебание со случайной фазой. Непосредствен- 
но из рис. 3.7, б видно, что случайная величина распределена рав- 
новероятно в интервале — А.<х<-- А, следовательно, плотность 
вероятностей в данном случае 


р(х) = д7. (3.45) 


х 
Вообще { Іп (соѕ 2) 1 = — Г (х) — функция Лобачевского. Эта функция мо 


0 
жет быть представлена в виде ряда 


Л 
(х) = х112— 5 У (1)! Еа 


=1 


При х = 5 2х = Ет и зш2Ах = 0. Следовательно, Г (5) = 5 |1 2. 


Подставляя ·р (х) в (3.41), получаем 


+А 
1 1 А 
Н = —Ь | я зас (о) = — № (д; 60а 24, (3.46) 
Средняя мощность в данном случае есть 
А? ы 
— 293 И Ао= УЗР. 


Следовательно, 
Н=Ё 12 А,=Ё1п (2УЗ3Р) = (12 Е + Е: 1п Р} . (3.47) 


Из сравнения полученной формулы с выражением (3.44) видно, 
что при одинаковой средней мощности сигнала Р выборка, взятая 
из «треугольного» колебания, обладает бӧльшей энтропией, чем 
у гармонического колебания. Разница составляет 


[п | = 0,652 дв. ед. 


Это объясняется быстрым увеличением р(х) при приближении 
хк А, (см. рис. 2.27), благодаря чему снижается неопределенность 
при оценке ожидаемого значения выборки. Это становится еще более 
наглядным при переходе от синусоидального колебания к «квад- 
ратной волне» (рис. 3.8), когда х с вероятностями 1/2 может при- 
нимать лишь одно из двух значений: + Аз или — Ао. 


Рис. 3.8. 


в) Гауссов случайный процесс. Подставляя в выражение (3.41) 
р(х) по формуле (2.86), получаем 


55029 хз х? 
яё час. а. = 
= | у е Ё — 6 } ах 
ува*® е 
Іа (И 27 БЕЯ { а 27 858 2. 
= Е = н р уе а 
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[шву +1]. 
і 


1 1 тр 
Учитывая, что 5:9: Іпе=1пе?, а также, что дисперсия о? 


равна средней мощности процесса, т. е. Р, получаем 


1 
Неа У2^-+шИБ-+ =] — 
= [ И2ле +5 р | [пИ2леР | =ю8, И 2леР. (3.48) 


Сравнивая это выражение с ранее полученными (3.44) и (3.47), 
замечаем, что при одинаковых средних мощностях энтропия мак- 
симальна для выборки, взятой из нормально распределенного (гаус- 
сова) процесса. Этот результат, полученный здесь из сравнения трех 
процессов, вытекает из следующего общего положения теории веро- 
ятностей: среди всех распределений с одинаковой дисперсией нормаль- 
ное распределение обладает наибольшей мерой неопределенности, 
т. е. обладает максимальной энтропией. 

Это положение можно пояснить тем, что выборка, взятая из 
гауссова процесса, в принципе не ограничена по амплитуде (хотя 
вероятность и падает с увеличением х), между тем как в случае гар- 
монического, треугольного и т. д. сигналов выборка не может по 
абсолютной величине превышать амплитуду сигнала. 


3. 7. ЭНТРОПИЯ СОВОКУПНОСТИ ВЫБОРОК НЕПРЕРЫВНОГО СИГНАЛА 


Пусть задан отрезок реализации случайного процесса (сигнала) 
5() длительностью Т секунд, причем известно, что наивысшая 
частота в спектре сигнала не превышает Р„ герц. Тогда в соответ- 
ствии с $ 3.5 рассматриваемый сигнал однозначно определяется 
с помощью № = 2Р,„Т выборок, отсчитанных на оси времени через 


1 
интервалы Лі = „=. Если известна плотность №-мерного распре- 


Е 
деления вероятностей р (51, $», ..., 8: т)» ГДе 51, 53... 5р т —— Значения 
сигнала в отсчетных точках, то энтропия сообщения, представляю- 
щего собой совокупность случайных величин 51, 5, ..., 5, т, Опре- 
т 
деляется выражением | 
со — 0 
НН = — ) е | р (52, а. 55 т) Х 
— оо — соо 
Х 1093р (51, $», ..., бет) 41 4$з- - "бое т" _ (3.49) 


Это выражение является обобщением формулы (3.41), определяю- 
щей энтропию одномерного распределения. 
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В общем случае, при наличии кореляции между отдельными вы- 
борками $1, 52, .., 5м, вычисление энтропии совокупности выборок 
весьма сложно. 

Ограничим рассмотрение условием, что сигнал представляет 
собой случайный процесс с нормальным законом распределения. 
Из дальнейшего будет видно, что этот случай важен для установ- 
ления некоторых предельных соотношений теории информации. 

Если наивысшая частота в спектре сигнала не превышает Ри, 
то одну из реализаций сигнала длительностью Г можно представить 
в виде суммы [см. выражение (3.33) ] 


РЕ 
< зіп 0, (1-41 
$(0 = У АЙ (3.50) 
Ё= 1 


Здесь $; — выборки сигнала в отсчетных точках, подчиняющиеся 
нормальному закону распределения: 


5 
2с2 


КРГЕ 
В зеі р 


Так как по условию процесс-стационарный, то дисперсии одинаковы 
для любой отсчетной точки и можно считать: 


01=03= ... =0,. Т=0. 


Можно поэтому исходить из. выражения 


2 
ЫЗ 


: 1 227 

У 5.) = —=—6 25 5 3.51 
| рв) = те", (8.51). 
определяющего одномерную плотность вероятностей сигнала $2). 
Для определения многомерной плотности вероятностей р($1» 
5р, 0 Зори т) совокупности из 2 Ғ„Т случайных выборок (с нормаль- 
ным распределением) следует пользоваться общим выражением: 


р (51, 59, ..ь п РУ. 


Й ИР = 
1 7 Зы: 
= ———_—е аи 
и оз кт =)” р 
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Здесь О — определитель корреляционной матрицы В: 


Ви Во 959 К! т 


В; Вы’ 080 
в= В: еа (3:53) 


Ков „ті Ков то ... Кор, тоғ, Т 


где Р,, — коэффициент корреляции между случайными величи- 
нами 5; и 8, т. е. между выборками, взятыми в і-й 
и -й отсчетных точках на оси времени; 
П,, — алгебраическое дополнение элемента №, в определи: 
теле 2. 
Очевидно, что при і== ё, ®,„=1. Поэтому выражение (3.53) 
может быть переписано следующим образом: 


Б 1 | РВ, ... Кит 


К фо ей 
р 21 2Р7 |. (8.537) 


. . . 


К К г 1 
Ы ое 


Определение р (51, $, ..., бит) вобщем случае, когда энергети- 


ческий спектр неравномерен («небелый» или коррелированный гаус- 
сов процесс), весьма затруднительно. В случае же «белого» шума 
задача сильно упрощается. Действительно, если энергетический 
спектр процесса Й(®) отвечает условию 


У (©)=У,=соп$* при 0<0<9,, (3.54) 
= О при о >@,, 


то нормированная корреляционная Е [см. (2.136)] равна 
в 3 


Ю (т) = т | \ (о) соѕ от4®= 


У, р _ Мо Ет іп ът 


2п52 * т ЕЕ т 


Но Ў, Е„ есть не что иное, как средняя мощность случайного 
процесса, т. е. 0*. . - 
Таким образом, 


ое. (3.55) 


График Ю(т) изображен на рис. 3.9. го к (3.55) и рис. 3.9 
видно, что при значениях т, равных 22 = ==, = = = 2.5 р ИТ. Д., 
ет т 


5В. зак. 2053 " 121 


Ю(т) равно нулю. Но 5 — это интервал между двумя соседними 
ЕР т 


выборками. Отсюда ЕТ что входящие в матрицу (3.53) коэф- 
фициенты Р ;ь.равны нулю при і5 А. Иными словами, выборки некор- 
релированы. Таким образом приходим к выводу, что в случае энер- 


ит) 


10 


Рис. 3.9. 


гетического спектра Я (о), отвечающего условию (3.54), определитель 
матрицы (3.53’) р = 1, а алгебраические дополнения: 


Ди 1 при а-ю 
= 0 при іє А. 


Выражение (3.52) можно при этих условиях переписать 
‚в упрощенной форме: 


% 5 Е 
р (5, бы, 52р от) = Р == 
== р (81) р ($4) ... р (8р, т): (3.56) 


Как видим, для гауссова процесса с энергетическим спектром, 
равномерным в полосе частот 0<Е< ЕЁ» (и равным нулю вне этой по- 
лосы), мВогомерная плотность вероятностей совокупности выборок 
равна произведению одномерных плотностей вероятностей отдель- 
ных выборок. 

Заметим, что показатель степени в (3.56) может быть выражен 
через полную энергию сигнала Е. Применяя формулу '(3.37), полу- 
чаем 


тт о 2Ет Т 
1 т 5ь 4 Ет 52 п т Е м 
р) о 98 ЭР, Ў, сарт" 
= 1 = 
с? 
Но а = энергетическии спектр процесса 
т 


Следовательно, окончательно, 
1 — 
Р (51, 59, ..., 5 та ДЬ 
( 7276 т) (ИЕР (3.57) 


Отметим, что И, — энергетический спектр, определенный в об- 
ласти положительных частот (см. $ 2.12). 
При определении энергетического спектра для —оо<@<-- оо 


Е 
показатель степени должен быть записан в форме = 5ӯ ). 
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Подставим выражение (3.56) в (3.49). Заменив 108, [2(51» 5%,..:,52, 0) 
суммой логарифмов от отдельных вероятностей и учитывая, что 
+оо 
— | р (51) 106. [р (51)] 45, = Н, = сопзі, 


—с© 


5 | р (53) 106, [р (52)] 45» = Н; и т. д., 
оо 
где Н; — энтропия одной выборки (одинаковая для любого мо- 
мента отсчета), а интеграл 


+оо +оо А 
| ... { р ($) Р (53) **-Р (86. т) 052053, "5р т=1, 
—со —©< 


получаем следующий простой результат: 
Н= ЕГ, Ну. (3.58) 


Итак, энтропия совокупности из 2Е, Т взаимно независимых 
выборок в 2Р„Г раз больше, чем энтропия одной выборки. 


3.8. ИНФОРМАЦИОННАЯ ЕМКОСТЬ НЕПРЕРЫВНОГО СИГНАЛА 


Обратимся вновь к основному соотношению теории информации 
(3.1), только учтем, что в случае непрерывного сообщения 5 под 
априорной вероятностью Р1 следует подразумевать вероятность 
того, что сообщение заключено в интервале значений между $ и 
ѕ + А$. Если плотность вероятностей сигнала есть р($), то эта 
вероятность равна р(5)Л5. 

Что следует подразумевать под апостериорной вероятностью Р,? 
Из предыдущего уже ясно, что исходить из допущения об отсутст- 
вии помех («идеальный канал связи») в случае непрерывного сиг- 
нала невозможно. На выходе «приемника» наблюдатель распола- 
гает смесью сигнала и шума у = $ + п, из которой он должен 
извлечь информацию о сигнале ѕ. Можно поэтому апостериорную 
вероятность сообщения представить в виде произведения ру ($) Д5, 
где ру(ѕ) — условная плотность вероятностей сигнала $, когда 
известен у. 
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Вместо формулы (3.1) приходим к следующему выражению: 


Ру (5) А №. ру ($) 
1 == П А988 259 т 102, НР (3.59) 


Если под сообщением подразумевается не одна выборка непре- 
рывного сигнала, а их совокупность, то в выражении (3.59) ру(5) 
и р(5) Должны быть заменены на многомерные плотности вероятно- 
стей. 

Тогда: 


2, 
р (51, 59, --, 51) 


1 == 1055 


р А р 
Е ДАА "| (3.60) 
Для краткости в дальнейшем будем пользоваться выражением (3.59), 
имея при этом в виду общий случай. 

Следует подчеркнуть, что определяемое формулой (3.59) значе- 
ние / соответствует одной паре возможных значений ѕ и и. Так как 
и сигнал, и помеха могут принимать бесконечное число различных 
не связанных между собой значений, то для оценки средней инфор- 
мации, получаемой при приеме сообщения на фоне шума, нужно 
усреднить (3.59) — (3.60) по всем возможным значениям $ и п. 

Предварительно желательно так преобразовать (3.59), чтобы 
входящие в него функции ру(ѕ) и р(ѕ) были заменены плотностями 
вероятностей для у, т.е. для того реального напряжения на входе 
приемника, с которым наблюдателю приходится иметь дело. 

Это можно сделать с помощью известных соотношений теории 
вероятностей: 


р ($, у) = ру (5$) р(у) = р, (у) р (5), (3.61) 


где р(у)ау — вероятность того, что суммарное напряжение у = 
= 5 + п заключено в интервале у, у -- ау, когда 
переданное сообщение $ неизвестно; 
р:(0)йу — та же вероятность, если известно, что переданное 
сообщение есть $; 
р(5, у)454у — совместная вероятность того, что переданное со- 
общение 5$ заключено в интервале $, $ + 4$, а при- 
нятое — в интервале у, у + у. 
Очевидно также, что 


+оо 

} рб, у) ау = рв), 

+оо 

{ р(5, у) 45 = р(у), (3.62) 
+оо +оо 

| | рб, уазду=1 


124 


Из (3.61) следует, что 


Ру (5) р: (у) 
26 & Ро. Я 


Подставляя этот результат в (3.59), получаем 


[= 106. |502 | (3.64) 


Это соотношение определяет количество информации, получаемой 
при передаче сообщения $, когда при приеме наблюдателю известна 
сумма у = $ + и. * 

Заметим, что р.;(у) по существу есть не что иное, как плотность 
вероятностей шума и. Действительно, если задана величина сиг- 
нала’ $, то сумма у = $ + п распределена по закону помехи п, 
наложенной на сигнал $. В частности, для гауссова шума можно 
написать [см. (2.86)]: 


({у—5)* п? С 
ЕЕ Е ! ОГ 1 Т 31 
рі (п) = р (у — 5) Уз. е тра е . (3.65) 
Таким образом, 
р, (У) = Рі (п) (3.66) 
и выражение (3.64) переходит в следующее: 

а Рі (п) А 

ра ов, [ лш 1 (3.67) 


Обратимся теперь к усреднению / по всем возможным значе- 
ниям $ и л. Операция усреднения осуществляется путем интегриро- 
вания: 


з= +оо у 5=4-00 у=- оо 


= оо 
1= | [р ($; у) 4зау = | | ов. 209 | р у)х 


о 


==—00 у=-—00 5==—00 у=— 00 


со у=+4-оо 


х йу = ( | Іор [ра (п)] р ($, у) 4зау — 


$=—00 у=— 00 


5=+00 у=--0о 


— } | ловар(удр (5, у) айу. (3.68) 


$=—00 у=— 00 


Как уже отмечалось выше, р1(п) не зависит от $ и у по отдель- 
ности, а зависит только от разности п = у — $. 
Учитывая, что в соответствии с соотношением (3.61) 
р ($, У) = р, (у) р (5) = рі (п) р (5), 
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запишем первое слагаемое 8 части (3.68) в следующем 
виде: по 
Іов; [рз (п)] р ($, у) 4зау = 
5=—00 у=— 00 
5=-Роо Гу=- оо 
| | Ра (п) Іор [р; (п) аро 


—-— со 


5=— 00 


Но внутренний интеграл (в котором ду заменено на фл, так как 
при интегрировании по у величина $ рассматривается как постоян- 
ная) представляет собой взятую со знаком минус энтропию шума 
Н(п) (см. (3.41)]. При стационарном шуме эта энтропия является 
постоянной величиной и может быть вынесена за знак интеграла. 

Учитывая также, что 


ПИТУ 


5=—00 


приходим к выводу, что первое слагаемое правой части выра- . 


жения (3.68) равно — Н (п). 
Обратимся теперь ко второму слагаемому. Используя равен- 
оо 


+ 
ство { р($, у) 48 = р(у) 1см. (3.62)], можем написать: 
—оо 


у=--оо 5=-00 


ов, [р (у) ($, у) 84у = 


у=— 00 5==-— 00 


у= +00 5=-00 

== { оро ( { р ($, у) й ) 
у=— 00 5=— 0 
у=- оо 

Са | р (у) 10812 (У) 4у = — Н (у), 
у=--00 


где Н (у) — энтропия смеси у = 8+ п. 
Итак, окончательно, 


Г= Н (у) — Н (п). (3.69) 


Полученный результат легко истолковывается: средняя инфор- 
мация о сообщении $, которую можно извлечь из смеси у = $ + п, 
равна разности энтропий и и п. 

При длительности сигнала Т на одну секунду приходится, в сред- 
нем, информация 


= 4 = 0Н (у) — Н (п) 28, 


(3.70) 
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Вычисление энтропии Н(у) для произвольных сигнала и шума 
является сложным делом. Нас. однако, в данном случае интересует 
лишь информационная емкость сигнала Сак, или, что то же самое, 
предельная скорость, с которой можно передавать информацию 
при заданных полосе частот ш, мощности сигнала Р и мощности 
шума №. Поскольку известно, что из всех возможных помех мак- 
симальной энтропией обладает белый шум, то при вычислении 
Смакс Логично исходить именно из белого шума а 

Это означает, что энтропия 


Н (п) = ФТН, = 207 100, И ?лећ, (3.71) 


где Н; — энтропия одной выборки гауссова шума, определяемая 
по формуле (3.48), а множитель 20Т есть число независимых выбо- 
рок белого шума на отрезке Т [см. (3.32)]. 

С другой стороны, максимальная информационная емкость мо- 
жет быть достигнута в том случае, когда и сигнал обладает наиболь- 
шей возможной энтропией. Это означает, что сигнал должен обла- 
дать свойствами белого шума. При использовании подобного сиг- 
нала со средней мощностью Р, линейно накладывающегося на шум 
со средней мощностью М, суммарное напряжение у, в силу незави- 
симости 5 и п, представляет собой также белый шум со средней 
мощностьо Р + М. 

Следовательно, энтропия смеси и: 


Н (у) = %07Т 100, У 2ле(Р + №). (3.72) 


Подставляя (3.71) и (3.72) в (3.70), получаем следующее со- 
отношение для информационной емкости непрерывного сигнала: 


С (рот Е ов, (2ле (Р+ №) — 1106, (лем =: 


-, Р\М дв. ед. 
а. т оаа т. (3.73) 
Это соотношение является одной из важных теорем Шеннона. 

Оно совпадает с приведенным в $ 3.4 соотношением (3.23), ко- 
торое было получено путем представления непрерывного сигнала 
в виде совокупности 2Ё„Т выборок, каждая из которых условно 


разбивалась на / не различимых уровней (градаций). 


Первая из указанных операций — дискретизация непрерыв- 
ного сигнала — была использована и при выводе формулы (3.73). 
Вторая же операция, которую можно назвать «квантованием» сиг- 
нала на дискретное число различимых уровней, в несколько иной 
форме была использована в выражении (3.69). Действительно, 
энтропия Н(у) смеси сигнал -- шум пропорциональна логарифму 
мощности Р--М, а энтропия шума — логарифму №; очевидно, что 
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образование разности энтропий эквивалентно делению соответ- 
ствующих мощностей. 

Из рассуждений, использованных при выводе формулы (3.73), 
видно, что Смакс Является верхним пределом скорости передачи ин- 
формации с помощью сигнала, обладающего полосой частот шо и 
средней мощностью Р, при уровне шума №. Для достижения этого 
предела сигнал должен обладать свойствами белого шума («шумо- 
подобный» сигнал). 

Другой важный вывод, который можно сделать из полученных ре- 
зультатов, заключается в следующем: из всех помех наиболее «зло- 
вредной» является помеха типа белого шума, так как именно белый 
шум обладает наибольшей энтропией, возможной при заданной 
средней мощности. 

Оба эти вывода — об оптимальности шумоподобного сигнала и 
о наибольшей «зловредности» шумовой помехи — лежат в основе 
современной теории и практики помехоустойчивости радиоприема. 


ГЛАВА 4 


РАДИОСИГНАЛЫ; 


4.1. ОБЩИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Основной задачей радиотехники является передача информации 
на расстояние. Для этого требуется применение сигналов, которые 
возможно эффективно излучать с помощью антенных устройств и ко- 
торые обладают способностью распространяться в виде свободных 
радиоволн в среде, разделяющей отправителя и получателя инфор- 
мации. 

Такими сигналами являются высокочастотные ко- 
лебания. Передаваемая информация должна быть тем или иным 
способом заложена в высокочастотное колебание, которое обычно: 
называется несущим колебанием. Частота в, этого ко- 
лебания выбирается в зависимости от расстояния, на которое долж- 
на передаваться информация, от условий распространения радио- 
волн и от ряда других технических и экономических факторов. Но: 
в любом случае частота оо должна быть велика по сравнению с на- 
ивысшей частотой спектра передаваемого сообщения. 

Это объясняется тем, что для неискаженной передачи сообщения 
через радиотехнические цепи, а также для устранения искажений 
при распространении радиоволн необходимо, чтобы ширина спект- 
ра сообщения была мала по сравнению с несущей частотой ө; чем 
уже полоса частот сигнала, тем меньше проявляется несовершен- 
ство характеристик системы. Поэтому чем выше требуемая скорость. 
передачи информации и, следовательно, шире спектр сообщения, 
тем выше должна быть несущая частота радиосигнала. 

Любой радиосигнал можно поэтому трактовать как «узкополос- 
ный» процесс, даже при передаче «широкополосных» сообщений. 

Приведем следующие примеры. При передаче речи или му- 
зыки спектр сообщения обычно ограничивают полосой от Аи= 
= 30 - 50 гд. до Рикс = 3000 — 10 000 гц. Даже на самой длин- 


ной волне вещательного диапазона А=2000 м, при несущей ча- 
10 

а= < 15.1 == 0,06. При пере- 
даче тех же сообщений на коротких волнах, при частотах 
15 —20 Мгц, это отношение не превышает сотых долей одного. 
процента. 

При передаче подвижных изображений (телевидение) полоса 
частот сообщения весьма широка и достигает 5—6 Мгц, однако 
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стоте р = 150 кгц, отношение 


и несущая частота выбирается не менее 50—60 Мгц, так что отно- 
Е 
—%88 не превышает 10%. 


о . 
В самом общем случае радиосигнал, несущий в себе информацию, 
можно представить в виде колебания 


а( = А(4) соѕ [во Ё + 0 (2)] = А(0) соѕФ (2), (4.1) 


в котором амплитуда А или фаза Ө изменяются по закону передава- 
емого сообщения. 

Если А и Ө — постоянные величины, то выражение (4.1) опи- 
сывает простое гармоническое («несущее») колебание, не содержа- 
яцее в себе никакой информации. 

Если А или Ө (а следовательно, и \ф) подвергаются принудитель- 
ному изменению с целью передачи сообщения, то колебание а(й 
становится модулированным. 

Процесс управления одним или несколькими параметрами вы- 
сокочастотного колебания называется модуляцией. 

В зависимости от того, какой из двух параметров изменяется — 
амплитуда А или угол ф — различают два основных вида моду- 
ляции; амплитудную и угловую. 

Угловая модуляция, в свою очередь, подразделяется на два 
вида: частотную и фазовую модуляцию. Эти два вида 
модуляции между собой тесно связаны, и различие между ними про- 
является лишь в характере изменения во времени угла % при одной 
и той же модулирующей функции. Ч 

Модулированное колебание обладает спектром, структура ко- 
торого зависит как от спектра передаваемого сообщения, так и от 
вида модуляции. То обстбятельство, что ширина спектра модулиру- 
ющего сообщения мала по сравнению с несущей частотой «о, поз- 
воляет считать А(В и 0(#) медленными функциями времени. Это оз- 
начает, что относительные изменения 4(1) и 0(/) за один период не- 
сущего колебания малы по сравнению с единицей. р 

Рассмотрим сначала вопрос, об изменении амплитуды. При ско- 


рости изменения 24. приращение амплитуды за время одного пе- 


шение 


Т, мо б тм 
риода 0 МОЖНО при лиженно приравнять Рта о: едовательно, 
относительное изменение за период равно 


а оса а д 
|-а а= |р Ет 


Можно считать, что условие «медленности» функции А (1) выпол- 
няется, если 


ад ад 


|1 о аг І 


27 90 
2 «59. (4.9) 


0 


Аналогичным образом можно установить условие медленности 
функции 0(2). 
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Так как мгновенная частота колебания равна скорости измене- 
ния фазы (0б этом подробнее будет сказано в следующих парагра- 
фах), то, дифференцируя аргумент и (4.1), находим 


од = 9 = и +9 


а а 
Производная = определяет отклонение частоты &(#) от несущей 


частоты Фо. Это отклонение может быть быстрым или медленным. 
Для того чтобы колебание а(/) можно было считать близким к си- 
нусоидальному, нужно потребовать, чтобы изменение частоты за 


27 
один период Т = 50) было мало по сравнению с частотой о(/) в рас- 


сматриваемый момент времени. 
Таким образом условие медленности функции 0(2 можно за- 
писать в виде следующего неравенства: 


не. 
или 

428. 
ай 


«50 = 01. 


Так как обычно @&(Ё) очень мало отличается от 0, можно исхо- 
дить из условия 


ая ап А665 ох 98. 29 


Для большинства используемых в радиотехнике сигналов нера- 
венства (4.2) и (4.3) обычно выполняются. Это означает, что при лю- 
бом виде модуляции параметры радиосигнала — амплитуда, фаза 
и частота — изменяются настолько медленно, что в пределах од- 
ного периода Т, колебание можно считать синусоидальным. 

Эта предпосылка лежит в основе всего дальнейшего рассмотре- 
ния свойств радиосигналов и их спектров. 


4.2. РАДИОСИГНАЛЫ С АМПЛИТУДНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ 


Амплитудная модуляция является наиболее простым и очень 
распространенным В радиотехнике способом заложения информа- 
ции в высокочастотное колебание. При амплитудной модуляции 
огибающая амплитуд несущего колебания изменяется по закону, 
совпадающему с изменением передаваемого сообщения, частота же 
и начальная фаза колебания поддерживаются неизменными. Мож- 
но поэтому для амплитудно-модулированного радиосигнала общее 
выражение (4.1) заменить следующим: 


а (1 =А(1) соз (в. Ё - 6%). (4.4) 
131 


Характер огибающей А() определяется видом передаваемого` сооб- 
щения. 

При непрерывном сообщении (рис. 4.1, а) модулированное ко- 
лебание приобретает вид, показанный на рис. 4.1, 6. Огибающая 
А(!) изменяется по закону, воспроизводящему сообщение 5(1). 
Рис. 4.1,6 построен в предположении, что постоянная составляю- 
щая функции 51) равна нулю (в противоположном случае А, может 
не совпадать с амплитудой немодулированного колебания). Наи- 
большее изменение А(1) «вниз» не может быть больше, чем ампли- 
туда несущего колебания А,. Изменение же «вверх» может быть, в 
принципе, и больше Ау. 


9) `* с 


Для сохранения формы сообщения максимальное изменение 
А(1 не должно по абсолютной величине превышать А,. Это озна- 
чает, что глубина модуляции амплитуды не должна 
превышать 100%. 

Определение понятия «глубина модуляции» особенно наглядно 
для случая тональной модуляции, когда модулирующая функция 
5(1) является гармоническим колебанием: 

$ (0) = 30 с03 (9 + ү). 

Огибающая модулированного колебания при этом может 

быть записана в виде 


А (1) = А + #5(1) = А, + АА, соѕ (0 - у), (4.5) 
132 


где 9 — частота модулирующей функции; 
ү — начальная фаза огибающей; 
Е — коэффициент пропорциональности, а АДА, = Ё$, — ам- 
плитуда изменения огибающей (рис. 4.2). 
Отношение 


называется коэффициентом глубины модуляции 
или просто коэффициентом модуляции. 


Таким образом, мгновенное значение модулированного колеба- 
ния можно записать в форме 


а (1) = АП + М соѕ (© и. (4.6) 


“При неискаженной модуляции (М < 1) амплитуда колебания 
изменяется в пределах от минимальной Я 


Амин > 4, (1 Еа М) 
до максимальной ў 
Ае = Ао (1+ М). 

В соответствии с изменением амплитуды изменяется и средняя 
за период высокой частоты мощность модулированного колебания. 
Пикам огибающей соответствует мощность, в (1 + М)? раз боль- 
шая, чем мощность несущеғо колебания. Средняя же за период мо- 
дуляции мощность, пропорциональная среднему* квадрату ампли- 

туды А(д, 


20) = АЗ + М со (07 + у) = 48 (1 0,5 М9, (4.7) 

Е Среднее значение соѕ (О -- 1) за период модулирующей частоты рав: 

но нулю, а среднее значение соѕ? (0 +- 1) равно 1/2. Черта над функцией 
означает операцию усреднения по времени. 
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превышает мощность несущего колебания всего лишь в (1--0,5М?) 
раз. Таким образом, при стопроцентной модуляции (М = 1) пико- 
вая мощность равна 4Р,, а средняя мощность 1,5Р,. (Через Р, обо- 
значена мощность несущего колебания.) Отсюда видно, что обус- 
ловленное модуляцией приращение мощности колебания, которое 
в основном и определяет условия выделения сообщения при приеме, 
даже при предельной глубине модуляции не превышает поло- 
вины мощности несущего колебания. 

При передаче дискретных сообщений, представляющих собой 
чередование импульсов и пауз (рис. 4.3, а), модулированное коле- 
бание имеет вид последовательности радиоимпульсов, изображенных 
на рис. 4.3, 6. 


510) 


ГЕ. 


Рис. 4.3, 


При этом имеется в виду, что радиоимпульсы когерент- 
ны, т. е. высокочастотные заполнения импульсов представляют 
собой отрезки одного непрерывного гармонического колебания. 
Только при этом условии показанную на рис. 4.3, 6 последователь- 
ность радиоимпульсов можно трактовать как колебание, амплитуда 
которого модулирована сообщением 5(1). Заметим, что в практике 
для передачи радиоимпульсов часто используются устройства, ос- 
нованные на прерывании работы автогенератора. При этом началь- 
ные фазы заполнения в каждом из импульсов «привязаны» к его 
переднему фронту. Несмотря на то, что огибающая А(1) может 
совпадать с огибающей когерентных радиоимпульсов, получаемое 
при таком режиме работы колебание обладает существенно иными 
свойствами и должно рассматриваться не как модулированное, а как 
манипулированное. 


4.3. ЧАСТОТНЫЙ СПЕКТР И АВТОКОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ 
АМПЛИТУДНО-МОДУЛИРОВАННОГО СИГНАЛА 


Пусть задано высокочастотное колебание, относительно кото- 
рого известно, что частота ®, и начальная фаза 9, — величины по- 
стоянные, а огибающая А(В содержит в себе передаваемое сооб- 
щение 5(2). 
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Аналитически такое колебание может быть представлено с по- 
мощью выражения (4.4). 

Требуется установить связь между спектром модулированного 
колебания и спектром модулирующей функции, т. е. спектром 
исходного сообщения 5(1. 

Проще и нагляднее всего это можно сделать для случая тональ- 
ной (гармонической) модуляции, когда огибающая 


А() = АП + М соз (02 + 3), 


а модулированное колебание определяется выражением (4.6). 
Перепишем последнее выражение в форме 


а (0) = А, [со5 (в, + 9,) + М соз (02 - ү) соѕ (в, Ё- 9,)]. 


Второе слагаемое в правой части этого выражения, являющееся 
продуктом модуляции, может быть приведено к виду 


М соз (Е -{ ү) соѕ (во + 6%) = 
М сов о, + 9) + (@ + 14 М соз (ах — ©) + (6, — У) 


после чего развернутое выражение для а(!) принимает вид 


а(0) = А,соѕ (е, 0) + 29. соз (о, + Я) Е 6-Я + 
+ МА соз (в — 9) 24 9,— ү]. (4.8) 


Первое слагаемое в правой части представляет собой исходное 
немодулированное колебание с «несущей» частотой фо. Второе и 
третье слагаемые соответствуют новым колебаниям (гармоническим), 
появляющимся в процессе модуляции амплитуды. Частоты этих 
колебаний оо + © и фо — © называются «верхней» и «нижней» 
боковыми частотами модуляции. 

Амплитуды этих двух колебаний одинаковы и составляют от 


М 
амплитуды немодулированного колебания долю, равную =, а их 


фазы симметричны относительно фазы песущего колебания. Это 
иллюстрируется векторной диаграммой, представленной на рис. 4.4. 

На этой диаграмме ось времени вращается по часовой стрелке 
с угловой частотой оо, причем отсчет угла ооѓ ведется от линии ОВ. 
Поэтому несущее колебание А осоѕ(‹оѓ -- 90) изображается на этой 
диаграмме в виде неподвижного вектора ОД длиной Ао, составляюще- 
гос горизонталью угол до. Мгновенное значение несущего колебания 
в момент Ё равно проекции вектора Ао на ось времени (отрезок ОК). 

Для представления на этой же диаграмме колебания с частотой 
оо + 9, превышающей угловую частоту вращения оси времени на 
величину О, необходимо воспользоваться вектором, вращающимся 
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< угловой частотой © против часовой стрелки (вектор ОС!). Для 
изображения колебания с частотой фо — © потребуется вектор, вра- 
щающийся с такой же скоростью © по часовой стрелке (вектор ОС). 
Поэтому колебания боковых частот — верхней и нижней — изобра- 
„ МА 
жаются двумя векторами длиной г вращающимися во взаимно 
‘противоположных направлениях. Фазировка этих векторов сим- 
метрична относительно вектора несущего колебания Ао. Это сле- 


Р 
Г. Е с 


Га | \ 
и 1“ ФҸ 
С, | с, 


2 *у 
еу ұр 


0 


Рис. 4.4. Рис. 4.5. 


дует из выражения (4.8), которое для бӧльшей наглядности це- 
лесообразно записать в несколько видоизмененной форме: 


а (0) = Аз соз (Фо Ё - 0) + 159 соз (о Е 0) + (02+ 9) + 
+ #99. соз [09,2 + 6) — (92+ 3). 


Из этого выражения видно, что при любой начальной фазе оги- 
бающей ү векторы ОРС: и ОС2, соответствующие колебаниям верх- 
ней и нижней боковых частот, занимают симметричное относитель- 
но вектора ОР положение, причем векторы боковых частот обра- 
зуют с вектором несущей частоты углы, равные (0 + ү). На 
рис. 4.4 начала векторов ОЕ! и РС2 перенесены из точки О в точ- 
ку О. Равнодействующий вектор РЕ, являющийся геометриче- 
ской суммой векторов ОС; и РС, и называемый вектором моду- 
ляции, всегда располагается на линии ОО, вследствие чего сумма 
всех трех колебаний — несущей и двух боковых частот — может 
рассматриваться как колебание с постоянными начальной фазой 
и частотой, но с модулированной амплитудой. Ё 
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Попутно заметим, что если в результате прохождения через 
электрические цепи нарушается равенство амплитуд колебаний бо- 
ковых частот или симметрия их фаз относительно фазы несущего 
колебания, то возникает качание вектора, представляющего резуль- 
тирующее колебание, относительно направления ОР. Это равно- 
сильно возникновению паразитной фазовой модуляции. * 


Остановимся на вопросе о фазе огибающей амплитуд при чисто 
амплитудной модуляции. Допустим, что начальная фаза высоко- 
частотного колебания Өо = 90°. Тогда векторная диаграмма при- 
мет вид, показанный на рис. 4.5. Если при © = 0 векторы боковых 
частот ОС! и ОС» направлены вверх (положение / на рис. 4.6), то 
огибающая амплитуд проходит в этот момент через свое максималь- 
ное значение До(1 | М). Этот случай отвечает начальной фазе 
‚огибающей ү =0 [уравнение (4.6)], и уравнение огибающей будет 


А (2) = А, (1 - М соѕ 98. 

Если же в момент 62 = 0 векторы ОС! и ОС» занимают гори- 
зонтальное положение, то равнодействующая проходит через зна- 
чение, равное Ао. В этом случае начальная фаза огибающей ү = > 
и уравнение для огибающей будет 


А() = (1+ Мэт 98. 


а 


№ 
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Спектральная диаграмма колебания при тональной модуляции 
показана на рис. 4.7. Ширина спектра в этом случае равна удвоен- 
ной частоте модуляции 29, а амплитуды колебаний боковых частот 
не могут превышать половины амплитуды немодулированного коле- 
бания (при М < 1). 

Полученные результаты нетрудно распространить на случай 
модуляции любым сложным сигналом. Картину образования спект- 
ра амплитудно-модулированного колебания проще всего пояснить 
Я сначала на примере, когда моду- 

0 лирующее сообщение 5(/) является 
суммой двух тонов: 


5 (#] = 5, соѕ5 9, +4 5, соѕ 9, Е. 


По аналогии с выражением (4.5) 
` получаем 


е) ао+9 Ш А (2) = А, + АА», соѕ 9, +- 
ме: + ДА», со5 95 = А, [1+ 
оа М, соз 9,7 + М, соѕ9, 4. 


Подставляя это выражение в уравнение (4.4) и производя три- 
гонометрические преобразования, аналогичные тем, которые были 
использованы при получении уравнения (4.8), придем к следующему 
результату (начальные фазы несущего колебания и модулирующих 
напряжений здесь для упрощения опущены): 


а(0) = Аз созо? + Ма соз(оь 9) 


Ф Мо соз (ао 03) МА соз (о + ФЕ 


+ м. соѕ (оо — ©.) Е. 


Из полученного выражения следует, что каждая из частот 1 
и Оз образует свою тональную модуляцию, сопровождающуюся воз- 
никновением пары боковых частот, причем этот процесс является 
линейным в том смысле, что амплитуды и фазы боковых частот от 
различных модулирующих напряжений взаимно независимы. (По- 
следнее свойство сохраняется при условии, что суммарное изме- 
нение огибающей «вниз» не превышает 100%). 

Перейдем теперь к общему случаю, когда 5(#) является неперио- 
дическим сигналом конечной длительности, а модулированное сооб- 
щением 5(#) колебание `описывается выражением (4.4). 

Применяя к последнему преобразование Фурье, получаем 


+оо н +оо 
5,09) = [афе = [ А() соз (во + 9)е— ай. (4.9) 
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Здесь через 5,(®} обозначена спектральная плотность радио- 
сигнала с амплитудной модуляцией. Эта функция определена для 
положительных, и отрицательных частот о. 
; 1 1 
Используя соотношение со$х = Е НВ > е—*, перепишем вы- 
ражение (4.9) в иной форме: 


19 ыж —№ 9:4 Я 
5, (в) = 5- | А (бе о-в! 1-5 [ад е оо! (ју, 
— со М — со 


. (4.9) 
Замечаем, что первый интеграл есть не что иное, как спек- 
тральная плотность огибающей А({) для частоты ® — ®ь, а вто- 
рой интеграл — для частоты ®--®,. Обозначив эти спектральные 
плотности через $л(® — ©) и $л(® + Ф), получаем: 
| е—№ 


5, (в) = САА а) А5 $л(® + ®о). (4.9") 


Так как огибающая 4(1) совпадает по форме с 5(1), то выра- 
жение (4.9”) фактически устанавливает связь между спектром 
5(? и спектром колебания а(4). 

Спектр сообщения $(%) группируется вблизи нулевой частоты. 
Поэтому слагаемое $ д(о—о,) существенно отличается от нуля при 
частотах є, близких К оо, т.е. когда разность © — ®, = © относи- 
тельно мала. Аналогично слагаемое $л(® -- в) существует при 
частотах, близких к — «®џ. 


19, < 


е е— 
5 $4(® — во) и 5 Зд(® + 


Графики модулей слагаемых 


4 оо) изображены на рис. 4.8, а. 

В результате спектральная плотность модулированного колеба- 
ния 90(®) образует два всплеска: вблизи ® = @о и @ = —0@0о. 
Таким образом, в области положительных частот можно считать 


ео — 5 
$а (9) = —5- 8л(0 — Ф) (4.10) 
или, учитывая, что @ — ® = ©, 
18, 
5. (в - 9) = > $4(9). (4.10) 


Из этого соотношения вытекает метод определения спектральной 
плотности амплитудно-модулированного сигнала по спектральной, 
плотности исходного сообщения $(9%). Для этого достаточно заме- 
нить в $(0) [или, что то же самое, с точностью до постоянного коэф- 
фициента, в $4(9)] частоту © на ® — оо и ввести коэффициент 1/2, 
учитывающий тот факт, что каждый из компонентов спектра 5(#) 
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образует две боковые частоты в спектре модулированного колеба: 
ния, симметричные относительно @о. Кроме того, должен быть вве- 
ден множитель еѓ®•, учитывающий фазу высокочастотного запол- 
нения. 


РА 
ЕАУ (зи) 254-44) 


а) 


0) 
0 6) 


Рис. 4.8. 


. На рис. 4.8, б изображена спектральная плотность $(9) исход- 
ного сообщения 5(2). 
Как следует из сказанного выше, формы кривых 5 (9) и 
- ЗА(® — @) [или Зл(® + ©о)] практически совпадают. 


и к. 


Рис. 4.9. Рис. 4.10. 


Поясним соотношение (4.10) простыми примерами. 
Пусть огибающая А( представляет собой единичный скачок, 
а начальная фаза сигнала Өо = 0 (рис. 4.9, а), т. е. высокочастот- 
ное колебание определяется выражением 
а (1) = соѕооѓ при {> 0, 
а= 0 при #< 0. 
Спектральная плотность единичного скачка (огибающей) равна 
[см. выражение (2.41)] 
1 
о ° 
Следовательно, считая, что коэффициент пропорциональности 
между огибающей и исходным сообщением равен единице, получаем: 
бе Де (4.11) 


Если колебание задано в форме (рис. 4.9, 6): 


5(9) = 


а (2) = ѕіп оѓ при #>.0, 


= 0 при < 0, 

то следует считать 9, —= —>, 6=7°/ 2 — —Г И 
1 1 т 
$, (®) = т (4.11°) 


Наконец, в случае радиоимпульса с прямоугольной огибаю- 
щей и постоянной частотой заполнения (при 69, = 0, рис. 4.10): 


ѕіп А ==) : 
1 : 300 
а ея" (4.12) 


(о — оо) 


2 


График спектральной плотности, вычисленный по этой формуле, 
изображен на рис. 4.11. От аналогичного графика спектра «видеоим- 


5(0) 


Рис. 4.11. 
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пульса» показанного на рис. 2.20, он отличается сдвигом точки 
отсчета частоты на величину оо и снижением вдвое масштаба 
ординат. 

В заключение рассмотрим вопрос об автокорреляционной функ- 
ции амплитудно-модулированного сигнала. Установленные выше 
временные и спектральные свойства таких сигналов позволяют 
легко найти связь между автокорреляционными функциями моду- 
лированного колебания и его огибающей. 

Пусть задан радиоимпульс с постоянной частотой заполнения 
Фо ис огибающей А(2). 

Применяя общее выражение (2.107), определяем автокорреля- 
ционную функцию 

+оо 
у.) = | А) А — з) соз о, соз [ь ({ — 9) 4. (4.18) 
—00 . 
Преобразовав произведение косинусов по формуле 


СОЅ 00? СО5 [00 (2 — т)] = ч 1 созоот + 1. соз Фот с03 20 + 


Тав. ; 
= 5 МП Фот зіп 20 Е, , 


получаем 
+оо 


р) = 25907 (дле 94+ 


— 00 


+о 
М. ша | А() А(Е— т) соз 20, МЕ- 
— с 


+оо 
фія | А() А(Е— т) чп 20% 44. 
— с 


. По условию, огибающая А(#) является «медленной функцией». 
Это означает, что за один период частоты оо функция А(2) практи- 
чески не изменяется. Таким образом, подынтегральные функции 
во втором и третьем интегралах представляют собой каждая произ- 
ведения медленной функции на быстро осциллирующий множитель 
соѕ 2 оѓ или Уп 2001. 

Интеграл от такой функции близок к нулю, так как площади 
положительных и отрицательных полуволн взаимно уничтожаются. 
Можно поэтому исходить из приближенного равенства 


+оо 
фи (0) == т | А) А(Е—т 4. (4.13) 
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Но и нтегральный множитель в этом выражении есть не что иное 
как автокорреляционная функция огибающей рассматриваемого, 
радиосигнала. Обозначив эту функцию через фд(т), получаем окон- 
чательно: , 


4$, (9 = з фаб) соз от. (4.14) 


Итак, автокорреляционная функция амплитудно-модулирован- 
ного радиосигнала равна произведению корреляционных функций 
огибающей и высокочастотного заполнения. 

К этому результату нетрудно прийти и с помощью спектраль- 
ного рассмотрения. В $ 2.14 были найдены соотношения между 
спектральной плотностью сигнала и его автокорреляционной функ- . 
цией (см. выражения (2.130)—(2.131)]. 

Основываясь на этих соотношениях, можно записать: 


фа (0) = Е) [5 , (0)]2 соз ото. 
0 


Так как при чисто амплитудной модуляции спектр модулированно- 
го колебания, совпадая по своей структуре со спектром огибающей, 
сдвинут по оси частот на величину оо, произведем в выражении для 
а(х) замену переменных © = ® — Ф@о`и используем полученное 
выше соотношение (4.10’). После этого получим 


+оо 
„Фф, (9) = 23 | [5 (9)]? соѕ (о, + 2) +4 = 


— со 


+оо 
ае аот. | [$4 (@)р соѕ Ота — 
— с 


2 
+оо 
жб сари | [5 (@)р зіп Ота0 = 28902 ах), 


-—с0 


так как второй интеграл, равен нулю вследствие нечетности 
подынтегральной функции, а 
+оо 
1 
и | ба@рсозбта@ = фаб). 


5 — со 
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Отметим также, что замена предела интегрирования —®о на — оо 
возможна вследствие того, что спектр амплитудно-модулирован- 
ного колебания группируется в очень узкой по сравнению 
і с величиной в, полосе 
А : частот. 
а Таким образом, как 
и следовало ожидать, 
мы получили результат, 
тождественный выраже- 
нию (4.14), которое по- 
казывает, что автокор- 
реляционная функция 
амплитудно-моду лиро- 
ванного сигнала всегда 
имеет вид колебания с 
частотой во; огибающей 
этого колебания являет- 
ся автокорреляционная 
Рис. 4.12. функция %а(т) (с коэф- 
ў фициентом 1/2). Так, 
например, для радиоимпульса, показанного на рис. 4.12, а, 
автокорреляционная функция имеет вид, изображенный на 
рис. 4.12, б, независимо от начальной фазы заполнения импульса. 
Огибающая этой функции совпадает с автокорреляционной функ- 
цией прямоугольного видеоимпульса (см $ 2.13, рис. 2.32). 


4.4. УГЛОВАЯ МОДУЛЯЦИЯ. ФАЗА И МГНОВЕННАЯ ЧАСТОТА КОЛЕБАНИЙ 


В случае простого гармонического колебания 
а (2) = А, соѕ (Е ЧЕ 90) = Аосоѕ Ф (0) 


набег фазы за какой-либо конечный промежуток времени от / = я 
ДО Ё = № равен 


$) 0) = (90 0) 6) = 9,0—0). (419) 


Отсюда видно, что при постоянной угловой частоте набег фазы за. 
какой-либо промежуток времени а озера длительности 
этого промежутка. - 
С другой стороны, если известно, что набег фазы з за время ё — 
— А равен %р(іг) — (й), то угловую частоту можно определить как 
отношение ғ 
5р (5) — ф07 у 13 а. 
оо = ФСО). _ 4.16) 
если, конечно, имеется уверенность, что в течение рассматриваемого 
промежутка времени частота сохраняла постоянное значение. 
Из (4.16) видно, что угловая частота есть не что иное, как сқо- 
рость изменения фазы колебания, 
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Переходя к сложному колебанию, у которого частота может из- 
меняться во времени, необходимо равенства (4.15)—(4.16) заменить 
интегральным и дифференциальным соотношениями: 


і, 


0) 90) = | о (046; (4.17) 
А ня 
] 
(0 = 0. (4.18) 


В этих выражениях 0(1) = 2л}() — мгновенная угловая частота 
колебания. Соответственно {(/) —:мгновенная частота в герцах. 

Согласно выражениям (4.17) —(4.18) полная фаза высокочас- 
тотного колебания в момент Ё может быть определена как 


= (0004 = (о (а + 8, (4.19) 
0 


где первое слагаемое в правой части дает набег фазы за время 
от начала отсчета времени до рассматриваемого момента {, а 
9, — начальная фаза колебания (в момент # = 0). 

При таком подходе фигурирующая в выражении (4.1) фаза 
(2) = о -- Ө (Ё) должна быть заменена на 


$ (0) = өоѓ + 0(0)4-0. , (4.19°) 


Итак, общее выражение высокочастотного колебания, ампли- 
туда которого постоянна, т. е. А(Й = Ао, а аргумент (1) модули- 
рован, может быть представлено в форме 


а (1) = А, соѕ [6% -- 0 (#) + 00]. | (4.20) 


Из соотношений (4.18) — (4.19) следует, что изменение фазы ко- 
лебания во времени по закону ф(1) приводит к изменению мгновенной 
частоты по закону производной от (1), а изменение мгновенной ча-, 
стоты по закону (1) приводит к изменению фазы по закону инте- 
грала от (1). 

Это положение, являющееся основным для теории угловой мо- 
дуляции, определяет связь между изменениями частоты и фазы и 
указывает на общность, существующую между двумя разновидно- 
стями угловой модуляции — модуляцией частоты и модуляцией 
фазы. 

Следует отметить, что определение периода колебания Т как 
величины, обратной частоте {, имеет смысл только при условии, что 
{ — постоянная величина. В случае же, хаа частота [(2) является 
непрерывной функцией времени, величина ро 5 также является не- 
прерывной, между тем как период Т является дискретной величи- 
ной. Действительно, под периодом Т подразумевается время, в те- 
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чение которого фаза колебания изменяется на 2л. При представ- 
лении колебания в виде вектора, вращающегося с угловой частотой 
(1) = 2лКд, Т равно времени одного полного оборота вектора. 
1 

КО» 
поскольку сама величина {(ЁР)изменяется внутри рассматриваемого 
интервала времени Т. Поэтому, говоря о мгновенной частоте КВ, 
следует в общем случае отказаться от представления, что период 


1 
колебания равен ГО 
очень медленное изменение частоты [(2), определение Т как вели- 

1 А 
КО) ое 
Поясним соотношения (4.18)—(4.20) на примере простейшей 


гармонической частотной модуляции, когда мгновенная частота 
колебания определяется выражением 


2 р 0 (1) = оо + од с05 ОЁ. (4.21) 


Ясно, что это время не обязательно совпадает с величиной 


Лишь в тех случаях, когда имеется в виду 


чины не приводит к существеннсй ошибке. 


Здесь ©, = 2л}, представляет собой амплитуду частотного откло- 
нения. Для краткости ®, в дальнейшем будем называть деви а- 
цией частоты или просто девиацией. Через во и ©, 
как и в случае амплитудной модуляции, обозначены несущая ча- 
стота и модулирующая частота. 

Составим выражение для мгновенного значения колебания (то- 
ка или напряжения), частота которого изменяется по закону (4.21), 
а амплитуда постоянна. . 

Подставив в (4.19) ©(#) по уравнению (4.21), получим 


і 
(0 = | (о, +- ®дс03 94) 2? - 6%. 


0 
Выполнив интегрирование, находим: 


ф (6 = ФЕ г. ѕіп 92 + 0л. (4.22) 


Таким ‘образом, | 
(9 = А, соз (о, ох еіп ОЕ 9) е (4.93) 


Фаза колебания а({) наряду с линейно возрастающим слагаемым 


0 содержит еще периодическое слагаемое г зіп ©. Это позволяет 


рассматривать а(1) как колебание, модулированное по фазе. Закон 
этой модуляции является интегральным по отношению к исходной 
частотной модуляции. Именно, изменение частоты по закону 


оз с05 2 приводит к ‘изменению фазы по закону "2 5іп ОЁ 
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Амплитуду изменения фазы 


ө са 4.94 
макс — 5’ = т 2 А (4.24) 
часто называют индексом угловой модуляции. 

Заметим, что индекс модуляции совершенно не зависит от сред- 
ней (немодулированной) частоты оо, а определяется исключительнс 
величин ой девиации ө; и модулирующей частотой ©. 

Рассмотрим теперь противоположный случай, когда стабиль- 
ное по частоте и фазе колебание пропускается через устройство, 


Рис. 4.13. 


осуществляющее периодическую модуляцию фазы по закону 0(2 = 
= 0,.с $іпО/, так что колебание на выходе устройства имеет вид: 


а (0) = Аусоз [во Ё + @макс зіп О? -- 04]. (4.23') 


Какова частота этого колебания? Применяя выражение (4.18), 
находим 


' 


о = [о + бывкс т ОЕ + 64] = о, + Өл. соѕ 9. (4.21) 


Учитывая соотношение (4.24), приходим к выводу, что 
9м.к‹-@ = ®,. Таким образом, гармоническая модуляция фазы 
с индексом Ө,акс эквивалентна частотной модуляции с девиацией 
©д = бакс. .Я. 

Из приведенного примера видно, что при гармонической угло- 
вой модуляции по характеру колебания нельзя заключить, с какой 
модуляцией мы имеем дело — с частотной или фазовой. 

В обоих случаях вектор ОА, изображающий на круговой ди- 
аграмме модулированное колебание, качается относительно своего 
исходного положения таким образом, что угол @ (рис. 4.13) из- 
меняется во времени по закону: 

Ө = 9акс $11 Хі при фазовой модуляции, 
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9 = "д эт 9Ё = Ө макс 5іп Ф при частотной модуляции (по закону 


До = ©. с0$ 9Й. г { 

‹ В то же время различие между частотной и фазовой модуляцией 
проявляется при изменении частоты модуляции. 

При частотной модуляции величина девиации ®, пропорцио» 
нальна амплитуде модулирующего напряжения О и не зависит от 
частоты модуляции ©. 

При фазовой же модуляции величина Өе пропорциональна ам- 
плитуде модулирующего напряжения О и не зависит от частоты 
модуляции. 


Рис. 4.14, Рис. 4.15. 


Эти положения поясняются рис. 4.14 и 4.15, на которых пока- 
заны частотные характеристики для величин 0, и Ө, при частот- 
ной и фазовой модуляции. В обоих случаях предполагается, что на 
вход модулятора подается модулирующее напряжение с неизмен- 
ной амплитудой, а частота © изменяется от ©, мъ ДО (2,акс: 

В первом случае, т. е. при частотной модуляции, величина 0, 
зависящая, как указывалось выше, только от амплитуды Ц, будет 
постоянной величиной. Величина же индёкса модуляции, т. е. 

д Я . 
п. = 0,акс с увеличением частоты будет убывать (рис. 4.14). 

Во втором случае, т. е. при фазовой модуляции, Ө, „с не зависит 
от 9, ах, = 0, изменяется пропорционально частоте модуля- 
ции (рис. 4.15). 

Если на вход модулятора подается не гармоническое, а слож- 
ное напряжение, то структура модулированного колебания различ- 
на при ЧМ и ФМ. В первом случае медленным изменениям сигнала 
(т. е. низким частотам) соответствуют очень большие значения 
9накс (рис. 4.14), а во втором, т. е. при фазовой модуляции, — очень 
малые значения в, (рис. 4.15). 

Поясним это на примере. Пусть на вход частотного и фазо- 
вого модуляторов подается одинаковое напряжение, частота 


148 


которого изменяется в пределах от Ё, = 200 гц до Ёмаке = 
= 2 000 гц. При частотной модуляции [д = 20 кгц, а при фазовой 
модуляции @ыакс = 0,5 рад, причем эти величины при заданной 
и неизменной амплитуде И остаются неизменными в полосе от 
200 до 2000 гц. Тогда при ЧМ максимальное значение фазового 
отклонения при Ё»„, будет равно 


9 Га — 20000 
макс ~— БЕ Е 200 


= 100 рад. 


Минимальное же значение фазового отклонения ‘при Ёыакс 
будет 


Өм = д2 = 10 рад. 
макс 

При фазовой модуляции минимальная девиация, равная 
Ёамин = ӨмаксЁмик = 100 гц, будет при наинизшей частоте модуля- 
ции ЁРыин. Максимальная же девиация, равная {дмакс =@макс Ёмакс = 
—1000 гц, будет при наивысшей частоте модуляции Ёмакс. 

Помимо различия в структуре колебания (при модуляции слож- 
ным сигналом), частотная и фазовая модуляции различаются по 
способу осуществления. В первом случае обычно применяется пря- 
мое воздействие на частоту колебаний генератора. В случае же фа- 
зовой модуляции генератор дает стабильную частоту, а фаза ко- 
лебания модулируется в одном из последующих элементов устрой- 
ства. 


4.5. ЧАСТОТНЫЙ СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ. 
ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 


Пусть задано колебание | 
а (2) = А, соѕ [0,2 + 0 (2)], (4.25) 


относительно которого известно, что передаваемое сообщение 5(1) 
заложено в функции 0(2). Если колебание а(1) получено с помощью 
фазовой модуляции, то 9(1) и 5(#) полностью совпадают по форме 
и отличаются лишь постоянным коэффициентом. При этом, оче- 
видно, с точностью до постоянного коэффициента совпадают и спект- 
ры функций 09(1) и 5(1). В случае же частотной модуляции функ- 
ция 0(2) является интегралом от передаваемого сообщения $(1. 
Это вытекает из выражений (4.19) и (4.20). Так как интегрирование 
является линейным преобразованием, то при частотной модуляции 
спектр функции 6(2) состоит из тех же компонентов, что и спектр 
сообщения 5(1), но с измененными амплитудами и фазами. 
Отвлекаясь от способа осуществления угловой модуляции — 
фазовой или частототной — и считая известным и заданным спектр 
функции Ө(2), постараемся найти спектр модулированного коле- 
бания а(2). С этой целью преобразуем выражение (4.25) к виду 


а (1) = А, со$ 9 (1) соѕ о0о — Ап 0 (1) ѕїп Е. (4.26) 
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Из (4.26) следует, что модулированное по углу колебание можно 
рассматривать как сумму двух «квадратурных» колебаний вида 
с05®,Ё и Уп®оЁ, каждое из которых модулировано по амплитуде. 
Нов $ 4.3 было установлено, что для определения спектра ампли- 
тудно-модулированного колебания достаточно сдвинуть на частоту 
Фо спектр огибающей амплитуд. Следовательно, для нахождения 
спектра колебания а(№, определяемого выражением (4.26), необ- 
ходимо сначала найти спектры функций со$0(#) и 51п0(1, которые 
являются огибающими квадратурных колебаний. Перенос этих 
спектров на частоту оо может быть затем осуществлен таким же 
образом, как и при обычной амплитудной модуляции. 

Из приведенных рассуждений следует, что при одном и том же 
передаваемом сообщении спектр колебания, модулированного по 
углу, значительно сложнее, чем при модуляции по амплитуде. 
Действительно, так как с0$6(1) и ѕіпӨ(/) являются нелинейными 
функциями своего аргумента 0(2), то спектры этих функций могут 
существенно отличаться от спектра функции 0(2): возможно возник- 
новение кратных и комбинационных частот, как это имеет место 
при обычных нелинейных преобразованиях спектра. 

Это обстоятельство, а также наличие двух «квадратурных» сла- 
гаемых показывает, что при угловой модуляции спектр модулиро- 
ванного колебания нельзя получить простым сдвигом спектра сооб- 
щения на величину несущей частоты Фо, как это имеет место при 
амплитудной модуляции. Связь между спектрами сообщения и 
модулированного колебания оказывается при угловой модуляции 
более сложной. 


4.6. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ 
Приложим полученные выше результаты к колебанию вида 
а (2) = Ао со (00? + т ѕіп ОВ. (4.25) 


Это выражение совпадает с (4.23) и (4.23). Начальная фаза Ө, 
а также начальная фаза модулирующей функции ү опущены для 
упрощения выкладок. В случае необходимости они легко могут 
быть введены в окончательные выражения. 

В данном случае 0(2) = тзш®Е. Подставляя 0(#) в выражение 
(4.26), получим 


а (0 = Ду соѕ (т ѕіп 624) соѕ оі — А, ѕіп (т ѕіп ОР) ѕіп во Ё. (4.27) 
Учитывая, что множители соз(т ѕіпО?) и $п(т ѕіп&) являются 
периодическими функциями времени, разложим их в ряды Фурье. 


о В теории бесселевых функций доказываются следующие соот- 
ношения: 


ѕіп (т эт 92) = 2Л (т) яп ФЕ +- 27, (т) ѕіп 397 + 
+ 27, (т) ѕіп 507 + ..., (4.28) 
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60$ (т ѕіп ӘХ) = Л, (т) - 27, (т) соѕ29/ ++ 


+ 27, (т) соѕ49/ + ..., (4.29) 
ѕіп (т соз 62) = 27, (т) соѕ 9 — 27, (т) соѕ 30; + 
+ 27, (т) соѕ 502 — ..., (4.28°) 
соѕ (т соѕ 91) = Л (т) — 27, (т) со 29 Е + 
- 27, (т) соѕ 402 — ... (4.29 


Здесь /„(т) — бесселева функция первого рода п-го порядка от 


аргумента т. 
С помощью соотношений. (4.28) и (4.29) уравнение (4.27) может 


быть приведено к виду 
а (2) = А, [Ло (т) соѕооѓ — 2 Л, (т) эт Г т во Ё + 
+ 27, (т) соѕ 201 соѕ вв — 27, (т) зіп ЗО/ т оѓ +... (4.30) 
или в более развернутой форме: 
а (2) А, соѕ (0, + т зіп 9) = А, (Ло (т) соѕоуѓ + 
+ Л (т) [соз (оо + 9) 2— соз (в — 9) 4 + 
+ Л (т) [соѕ (в, + 29) Ё - соѕ (оу —– 29) А + 
- Ј, (т) [соѕ (оо - 39) Е — соѕ (оо — 38) + 
ЕНТО 07 а: 655 (4.31) 


Таким образом, при частотной и фазовой модуляции спектр 
колебания состоит ‘из бесконечного числа боковых частот, распо- 
ложенных попарно симметрично относительно несущей частоты о 
и отличающихся от последней на п®, где п — любое целое число. 
Амплитуда п-й боковой составляющей равна А, = Ј (т) Ао, где До — 
амплитуда немодулированного колебания, а т — индекс модуля- 


ЦИИ. 
Отсюда следует, что «удельный вес» различных боковых частот 


определяется величиной т. н 
Рассмотрим режимы УГЛОВОЙ модуляции при малых и больших 


значениях т. 
Если т < 1, так что имеют место приближенные равенства 


ѕіп (т ѕіп 7) = т ѕіп ©, 
соѕ (т ѕіп О) = 1, 
то выражение (4:27) переходит в следующее: 
| а (0) == А, (с0$ в, Ё — т п ОЕ 5іп в, 6) = 


2:2; [соз оо Е № соз (оо + 9) — 3. соз(о, — 9) |] . (4.32) 
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Сравним это колебание с амплитудно-модулированным колеба- 
нием, у которого модулирующая функция ( т. е. передаваемое сооб- 
щение) такая же, как и при частотной модуляции. Так как выра- 
жение (4.32) получено из (4.25’), то для удобства сравнения зада- 
дим амплитудно-модулированное колебание в аналогичной форме: 


Я (у А, [14 М ѕіп ФИ С0$ 5 Ё = 
= [оз оо Е У віп (оо + 9) — М зіп (ор — 9) Я . (4.33) 


Из сравнения (4.32)и (4.33) видно, что при малых значениях т 
спектр колебания, как и в случае амплитудной модуляции, состоит 
из несущей частоты Фо и двух боковых частот: верхней фо + © и 


Рис. 4.16. 


нижней фо — ®. Единственное отличие заключается в фазировке 
боковых частот относительно несушего колебания. Это поло- 
жение иллюстрируется векторной диаграммой, показанной на 
рис. 4.16, аи б. . 

Вектор модуляции РЕ при угловой модуляции всегда перпен- 
дикулярен к направлению вектора ОЮ, изображающего несущее 
колебание (рис. 4.16, а). Вектор ОҒ, изображающий результиру- 
ющее колебание, изменяется как по фазе, так и по амплитуде; од- 
нако при т== Ө, « І амплитудные изменения настолько малы, 
что ими можно пренебрегать и модуляцию можно в первом прибли- 
жении рассматривать как чисто фазовую. 

Спектральная диаграмма угловой модуляции при т « 1 по- 
казана на рис. 4.17. Так как фазы отдельных составляющих коле- 
баний этой диаграммой не учитываются, то характер диаграммы 
получается такой же, как и в случае амплитудной модуляции 


о т 
(рис. 4.7). Амплитуды колебаний боковых частот равны тоо, та- 


ким образом, в данном случае индекс модуляции т совпадает по 
величине с коэффициентом М, характеризующим глубину измене- 
ния амплитуды при амплитудной модуляции. Заметим,что ширина 
спектра при т «< 1 равна 20 как и в случае АМ. 

Этот результат показывает, что при очень малых девиациях 
о, (по сравнению с ©) ширина спектра от величины Ф, не зависит. 
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При увеличении фазового отклонения, т. е. при возрастании ве- 
личины т, уравнение (4.32) и диаграмма рис. 4.16 не дают правиль- 
ного представления о дёйствительной картине явлений при частот- 
ной или фазовой модуляции. Это объясняется тем, что с помощью 
колебания несущей частоты и всего лишь одной пары колебаний 
боковых частот невозможно представить колебание, частота или 
фаза которого изменяются 
в широких пределах по 
синусоидальному закону, 
а амплитуда остается стро- 
го постоянной. 


Для получения пра- 22 
вильной картины необ- 
ходимо учитывать боковые : 
«+ ш - 


частоты высших порядков, 
в соответствии с выраже- 
нием (4.31). 
При значениях индекса т от 0,5 до 1 приобретает некоторое 
значение вторая пара боковых частот, ввиду чего ширина спектра 
должна быть приравнена 40. Далее, при 1 < мт < 2 приходится 
считаться с третьей и четвертой парами боковых частот и т. д. Спек- 
трограммы для т = 1 и т = 2 приведены на рис. 4.18, а и б. 


Рис, 4.17. 


Рис. 4.18. 


Амплитуды всех составляющих спектра представлены на этих 
рисунках в виде вертикальных отрезков, длины которых равны 
/„(т), а расстояния от отрезка /о(т), соответствующего амплитуде 
колебания несущей частоты, равны п©, где © — частота модуляции, 
а п — порядковый номер боковой частоты. Амплитуда резульги- 
рующего колебания принята за 100%, т. е. До == 1; обозначенные 
на рисунках величины /,„(т) дают амплитуды колебаний соответ- 
ствующих частот в процентах от амплитуды результирующего ко- 
лебания. 

Рассмотрим теперь случай больших значений т. Вопрос сводит- 
ся к выяснению зависимости бесселевой функции Ј,(т) от порядко- 

‚ вого номера п при больших значениях аргумента т. Оказывается, 
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что при т » 1 величина /,(т) более или менее равномерна при всех 
значениях л, меньших, чем аргумент т. При п, близких к т, /„(т) 
образует всплеск, а при дальнейшем увеличении п функция Ј (т) 
быстро убывает до нуля. Общий характер этой зависимости пока- 
зан на рис. 4.19 для т = 100. Из рисунка видно, что наивысший 
номер п боковой частоты, с амплитудой которой необходимо счи- 
таться, приблизительно равен индексу модуляции т (в данном 
случае п == 100). 


-100 00 . п 


Рис. 4.19. 


Приравнивая это максимальное значение пс величине т, при- 
ходим к выводу, что полная ширина спектра модулированного ко- 
лебания равна 


4 Эпке О = 2то. 
о 
Но т = р’. Следовательно, при больших индексах модуляции 


ширина спектра модулированного колебания близка к удвоенной 
девиации частоты: · я 
2Пыакс @ == 20д. (4.34) 
Заметим, что в соответствии с определением т [см. (4.24)], вы- 
ражение «модуляция с малым индексом» эквивалентно выражению 
«быстрая модуляция», а «модуляция с большим индексом» экви- 
валентна «медленной модуляции». Можно поэтому сформулиро- 
вать следующее положение: при быстрой угловой модуляции (ко- 
гда о, < 9) ширина спектра модулированного колебания близ- 
ка к величине 2%; при медленной угловой модуляции (когда о; Ў 9) 
ширина спектра близка к величине 201. 


4.7. СПЕКТР КОЛЕБАНИЯ ПРИ СЛОЖНОЙ УГЛОВОЙ МОДУЛЯЦИИ 


Для уяснения метода нахождения спектра при несинусоидаль- 
ной угловой модуляции рассмотрим некоторые важные для прак- 
тики примеры сложной периодической модуляции фазы. 
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1. «Прямоугольное» изменение фазы (рис. 4.20, а] 


Скачкообразное изменение фазы используется в системах, рабо- 
тающих с фазо-манипулированным сигналом. 

При обозначениях рис. 4.20, а изменение фазы внутри одного 
периода модуляции определяется следующими условиями: 


080) = Ө. при 0<2< 5, 
= (4.35) 
== —— макс при а 


Изменение частоты колебания До(?), равное производной от 0(2, 
имеет вид, показанный на рис. 4.20, 6. Величина Ло(2) равна нулю 


29а) 2050-72) 


1 1 1 
зіпд 


14) 


Рис. 4.20. 


на всей оси Ї, кроме моментов # = 0, +7, +27 и т. д., в которых 


функция 0(2) терпит разрыв. В этих точках Ло(#) обращается в бес- 
конечность. 

Математически это соответствует знакопеременной последо- 
вательности дельта-функций, умноженных на постоянный коэффи- 
циент А, который определяется из условия, чтобы интеграл от А®(й 
совпадал с заданным законом изменения фазы. 

Рассматривая, например, момент времени ѓ == 0, получаем сле- 
дующее условие: 

Т т 
3 55 аг 
| До (0) 4 = | 28 (41 = 2 маке, 
= ет 
2 2 
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откуда 
+ 
Ё у ё (0) 42 = Е = 9 Ө,„ке. 


Т. 
5 


С е 


Таким образом, изменение частоты вблизи момента времени 
1=0 должно быть представлено в виде функции 20,акс 6 (2). 


гй 
В моменты времени # = + о аналогичные функции должны быть 


записаны в виде — 20, 8 [#3 5) ИТД" 
Обратимся к определению спектров функций соѕ0(2) и ѕіпӨ(2, 


т. е. огибающих квадратурных колебаний [см. выражение (4.26)]. 
Графики этих функций показаны на рис. 4.20, в. Так как а — 


нечетная о времени, постоянная внутри интервалов 0, 


и 0, — -., то соз0 = со5б ке = = сопѕі, а ѕіпӨ имеет вид прямоуголь- 


НОЙ И с амплитудой, равной ѕіпӨ,,„„с. При выбранном на 
рис. 4.20 начале отсчета времени ѕіпӨ(/) является функцией не- 
четной относительно #. Поэтому ряд Фурье этой функции содержит 
только синусоидальные составляющие. 

Применяя выражение (2.6), находим общее выражение для коэф- 


фициента ряда 


Т т 
р Е 
0:5 == г | ѕіп Ө (2) ѕіп ОЕ = г | зіл 9 акс ѕіп по = 
ЗЬ. 0 
2 А 
дз Ө Т 
рее [сои —1]: 
Но 
| пот _ 
5 = ПЛ. 
Следовательно, 
Ба = 0а при й=1,8, 5... 
тп 
и | Р 
Б.а = 0 при п= 0, 2, 6,... 


Таким СУ ряд Фурье для ѕіп 0 (#) имеет следующий вид: 
ѕіп0 (0) = – 4 еіп макс [зп 9; ее 5 31 391 += - іп 501 +. |. 
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Теперь остается перенести спектр огибающих соѕ0 (#) и $116 (2) 
на соответствующие квадратурные колебания. 
Косинусное колебание запишется как 


Аз соѕ 0 (7) соѕ в, = Аз соѕ Өмакс СОЅ @0 Ѓ, 
а синусное колебание — 


А, ѕіп 0 (1) ѕій юѓ = А Б Ове [эп ОГ ѕіп 04 + 
ё . +1. зіп 30 по + зіп БОЁ зіп её +... = 
= і Арз Ваке [5 с05 (00 — ©) # — 0$ (о, + 2) + 


+ 2-1 соз (оо — 39) 1—1. 1 соз (в + 39) # + -. |. 


Таким образом, окончательное выражение для фазо-манипули- 
рованного колебания принимает следующий вид [см. (4.26)]: 


- ай = А, [о макс С0500# + 2 ѕіп @ыакс [С0$ (во - 9) — 
— с05 (в, — 9) А + 2. зіп 0 „акс [С0$ (0 -- 39) 2— соѕ (о, —39) #] + 


2.510, [соз (оо +- 59) #— соз (оо — 50) |+... | . (4.36) 


Сӣ СЯ т 
Для практики особый интерес представляет случай Ө. = ~, 


когда скачок фазы равен л. Фазо-манипулированное колебание 
при этом принимает вид, показанный на рис. 4.21. Через каждые 
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полпериода ‚модуляции происходит «опрокидывание фазы» . коле- 
бания. При этом соѕ0,„„ = 0, зак = 1 и 


а(0 = = [соз (оо + 9) — соз (а, — ©) + 
+ 3 [соз (ө + 39) 2 — сз (в, — 39) 4 + 
+ 5 [60$ (во + 59) 1 — соз (оо —58) И +... } Газ 


Спектр амплитуд для этого случая построен на-рис. 4.22. При ча- 
стоте @ = ®о амплитуда равна нулю. Это означает, что при 


А0 


4-39 ид-г@ и а 0*9 шо 20 шунЗО ш 


^ Рис, 4.22. 
аса = 5 в модулированном колебании несущая частота вообще 
отсутствует. 


2. «Треугольное» изменение фазы (рис. 4.23, 2] 


При обозначениях рис. 4.23, а изменение фазы внутри одного 
периода модуляции определяется соотношением 


46 
ВЫ — Ө + | при 01417. 
Изменение частоты колебания, показанное на рис. 4.23, б, равно: 


Ао (0 = 0 — А бане = д | при 0:25. 


4 т 
= — 7 макс = — @д при РС О 


Подобный закон изменения частоты используется в системах, 
работающих с частотно-манипулированным сигналом. 
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В данном случае 0(#) является четной относительно Ё функцией; 
поэтому спектр функций соѕ0(#) и $1116(4) выразится через косинус- 
ные коэффициенты: 


= с0$ (оді — Оыакс) созпО Е 


У: 


2 
сп — а | с0$ 940 соѕп О МЕ = 
0 


4 


Т Те 
Я 2 

пя == я | ѕіп Ө (6) соз п О Е = г| Уп (од — быакс) С03 Я © 244. 
0 0 


_ 848) 


Рис. 4.23. 


Выполнив несложные тригонометрические преобразования 
и введя обозначения 


где т — индекс модуляции, после вычисления интегралов придем 
к следующим окончательным выражениям: 


ао 2 тт 
> = пт 511-5 , 
4 т Ит 
асп = т е — из) 1-5 при четных п, 
=0...../.-. при »нечетных й, 
4 піт ў 
Оп = т (я из) СОЅ 9 При нечетных л, 
0 0 Шри чета я, 
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Таким образом, 


со50 (0) = т 4..4 59у зіп 797 605291 + 


р =, Е ѕіп 2" 5- С084 0/-- Р: 


т 


зіп 0 (2) = = 4 аре 608 "95 со ОР А ву С08 со53974- .., 


Подставив полученные ряды в общее выражение (4.26), по- 
лучим 


20 = А55 зіп 95 603 Фу — а соѕ 7 > соз ОЁ зіп өсі ++ 
В таяу 9197 5 Т с052 0 2603 в, —.. |= 


РЕ. к. т тт: 
= Ат по сов о! атау соз" 9 (о + 0) — 


= зс ррС05 5. 9. МП (0 — 9) ну ж) їп" т соз (о + 20) +- 
ЕЕЕ а уп” 5. С05 (оо — 20) — .. 4. (4.38) 


Из (4.38) видно, что спектр колебания состоит из большого чис- 

2т 
ла боковых частот, амплитуды которых пропорциональны 09) 
При т -> 0 все слагаемые в а(№), кроме первого, обращаются в 
нуль. Амплитуда первого слагаемого после раскрытия неопределен- 
ности обращается в Ао. Если т — целое число, то один из коэффи- 


циентов вида т) (при т = п) обращается в бесконечность, 


(т? — п 
однако при учете множителя оо:(5 т) ИЛИ (5 п) получается 
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неопределенность, которая легко раскрывается. Как и в случае гар- 
монической модуляции (см. $ 4.6), при больших значениях т ам- 
плитуды боковых частот максимальны для значений п, близких к т. 
При дальнейшем увеличении л амплитуды боковых частот быстро 
падают, 

Спектр амплитуд частотно-манипулированного колебания при 
т = 4 изображен на рис. 4.24. Здесь фі = Фо — м®, а фз = фо + 
+ то. 


3. Изменение фазы по квадратичному закону [рис. 4. 25, с) 


Соответствующая этому изменению фазы пилообразная моду- 
ляция частоты изображена на рис. 4.25, б, на котором через о, 
обозначена .амплитуда отклонения мгновенной частоты от средней 
частоты о, а через 2%, — полный размах частоты за один период 
модуляции. 


911 


Рис, 4.25. 


Такой закон изменения частоты часто применяется в различных 
радиотехнических системах и измерительных устройствах. 

Для отыскания спектра непрерывного колебания, частота ко- 
торого изменяется по периодическому закону, показанному на 
рис. 4.25, 6, поступим следующим образом. Выделим отрезок коле- 
бания, соответствующий одному периоду изменения частоты 
(рис. 4.26), и найдем спектральную плотность $(®) такого неперио- 
дического сигнала. Используя затем установленную в $ 2.5 связь 
между спектрами периодического и непериодического сигналов, 
найдем дискретный спектр сигнала при периодической пилообраз- 
ной модуляции. Преимуществом такого способа является ббльшая 
наглядность структуры сплошного спектра — амплитудного и фа- 
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зового — по сравнению с дискретным спектром. Кроме того, спектр 
одиночного импульса, ся на рис. 4.26, понадобится 


в дальнейшем. 


При обозначениях рис. 4.26, б мы можем представить мгновен- 
ную частоту заполнения импульса следующим образом: 


Рис. 4.26. 


а( = 4ьсоз (| в (0) а) = А соѕ (91+ е) . 
<< ++ 


о (0) = © + ВЕ, 


где 


20 
О 
В = -т 


есть скорость измене- 
ния (линейного) часто- 
ты внутри импульса, 
длительность которого 
равна Т. Тогда мгно- 
венное значение коле- . 
бания в интервале от 


— 50 -- Т (рис. 4.26,а) 


определяется выраже- 
нием: 


(4.39) 


8 29/2 (4.40) 


(4.41) 


Применяя общее выражение (2.38), определяем спектральную 
плотность рассматриваемого «радиоимпульса»: 


+ӯ 
у 5 (©) = А 


ар Ш А, 


Віз —іої 
соз (#5) е і = 
Т 
я 


Віз 
А И (4.42) 


Второе слагаемое, представляющее собой интеграл от быстро 
осциллирующей функции, можно отбросить". В первом же слагае- 
мом показатель степени в подынтегральной функции целесообраз- 


1 См. вывод выражения (4. 13'). 
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но дополнить до квадрата разности (В считаем положительной ве- 
личиной): 


а оо) [5—00 9) | 


те (и Р, —4) Е: (4.43) 


где обозначено 


Я ® — 00 Р ; 
5 М (4.44) 
Подставляя выражение (4.43) в (4.42) и переходя к новой 
переменной 
У 
х= у: #—а, (4.45) 
получаем | 


+7 ЫР: 
$ (6) = 2 е-е | г (Ит:-4 йі = 


В.Т бов вт-Т од о 6 

ано евр 8 срами 
145 тА зь р ПИ ред, ц 
а 65 Ро Ув _ 8 оо 


Заметим, что произведение ВТ = 20, есть полная девиация 
частоты (угловой) внутри импульса, а ВГ-Т = 2®,Т представ- 
ляет собой безразмерный параметр, имеющий смысл индекса фазо- 
вой модуляции. В данном случае частотную модуляцию удобно 
характеризовать с помощью произведения полной девиации, выра- 
женной в герцах, на длительность импульса. Обозначим этот пара- 


метр через т: З 
т = Э Га Т. (4.46) 
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Тогда и: и`и, можно записать так: 
26 ЗЧ ке. и === 7) а: ОЯ р [а] = 
«= У "т т я т (1 иг 


еж = Жа, 4 р. = 
ио = Ут = пт (1 5 


В этих обозначениях выражение для $ (о) принимает следую- 


ЩИЙ ВИД: 
— і (0 — оо)? иа Е 
эш) = Е І [ена (антах == 
у» У У 


Жыг 
-тИУтде # (са) – Си) + ИЗ) — 5 (00)), (4.48) 


где 


(4.47) 


и и, 
Жр чае Е! в 
С (и!) = у | со х? 4х; С(и,) узе | 695 ах, 
0 
и: а (4.49) 
5 (01) -У=| зіп хх; 5 (из) = 2. (ап х? х. 
0 0 


Из (4.48) следует, что модуль спектральной плотности рас- 
сматриваемого сигнала равен 


500) АУС а) Са) 15 00) — 5, (4.50) 
а фазовая характеристика спектра — 
о — ®и)2 — 
4 (©) = “и о) + аг 8 а = 


ЕР те 5 (01) — 5 (из) 
=ч тт 4 ас сусау) а и (4.51) 


$ (о) :-УЕ, 
© — 60 
Графики зависимости т; Для нескольких зна- 


чений параметра т х ТЕ на рис. 4.27. Существенно, что 
при больших значениях т (порядка ста и больше) форма 5 (о) 
приближается к прямоугольной и ширина спектра близка к вели- 
чине 20д, а фазовая характеристика \} (о) принимает вид квадра- 
тичной параболы (рис. 4.27, в). Второе слагаемое в (4.51), стре- 


о тп 
мящееся к постоянной величине —, опущено, При 6) == 00 


93, 
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Рис. 4,27. 
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паис 


ш = У тт, аи = — шщ. При больших т, т.е. при ш | = [и | 1, 


С (и) — С(и.) = 1и 5 (шщ) — 5 (из) = 1. Таким образом, квадратный 
корень в выражении (4.Е0) обращается в УЗ и5 (00) = 2 Ао. 


В случае отрицательного В (т. е. при убывании частоты внутри. 
импульса) выражение (4.50) остается прежним, а в (4.51) знаки 
должны быть изменены на обратные. Наконец, при отсчете времени 


от начала импульса спектральная плотность рассматриваемого сиг- 
нала, сдвинутого на в сторону опережения, должна быть пред- 


ставлена в форме 


7? 


і©Т 


$ (0) = $ (0) её (е ?, (4.59) 


где 5 (о) и %Ф(о) определяются соответственно выражениями (4.50) 
и (4.51). 

Итак, спектральная плотность одиночного импульса с линейным 
изменением частоты заполнения найдена. Для построения дискрет- 
ного спектра колебания с пилообразной частотной модуляцией 
(рис. 4.25, 6) остается нанести на рис. 4.27 спектральные лире 


отделенные одна от другой частотным р равным т. 


а также изменить масштаб по оси ординат в 2 раз (см. $ 2.5, выра- 


жение (2.41)]. 

Приведенных примеров достаточно для уяснения методики на- 
хождения спектров колебания при любых законах периодической 
модуляции фазы или частоты, а также при некоторых непериоди- 
ческих модулирующих сигналах. ; 

В более общих случаях, например при модуляции частоты или 
фазы случайными процессами, нахождение спектра эффективнее 
осуществлять по автокорреляционной функции модулированного 
колебания. Подобные задачи рассмотрены в приложении І. 


4.8. ОГИБАЮЩАЯ, ФАЗА И ЧАСТОТА УЗКОПОЛОСНОГО СИГНАЛА - 


Современное состояние радиотехники характеризуется непре- 
рывным усовершенствованием способов передачи информации. Это 
развитие идет по линии изыскания новых видов сигналов и новых 
способов их обработки. 

Рассмотренные в предыдущих параграфах модулированные ко- 
лебания являются лишь простейшими видами радиосигналов. Часто 
приходится иметь дело с радиосигналами, получаемыми в резуль- 
тате ‘одновременной модуляции амплитуды и частоты (или фазы) 
колебания по весьма сложному закону. 

В любом случае предполагается, что заданный сигнал $1) пред- 
ставляет собой узкополосный процесс. Это означает, что все спект: 
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ральные составляющие сигнала группируются в относительно уз- 
кой по сравнению с некоторой центральной частотой оо полосе. 
При представлении подобных сигналов в форме 


5(1] = А (0) соѕ (Е) (4.53) 


возникает неоднозначность в выборе функций А( и (0, так как 
при любой функции %(/) всегда можно удовлетворить уравнению 
(4.53) надлежащим выбором функции А(#). 

Так, например, при желании, простейшее (гармоническое) ко- 
лебание 


5 (1) = А соз юѓ (4.54) 
можно представить в форме 
$ (1) = А (1) соѕ оѓ, (4.564) 


где Ф = ©, | До. 
В выражении (4.54') огибающая А (2) в отличие от А, является 
функцией времени. Эта функция может быть определена из 


условия 
До с0$ 00? = А (Г) соѕ (в, -- До), 
откуда 


А( = Соз (юо ®До)Ё Соз Ло? соз во { — зіп До пе > 


Ас 
— <03 Дог — зіпдо 5 оу? ` (4.55) 

Из этого примера видно, что при нерациональном выборе ар- 
гумента + (0 [®{ вместо ооѓ] сильно усложнилось выражение для 
А(), причем эта новая функция А(1) по существу не является 
«огибающей» в общепринятом смысле, так как она может пересе- 
кать кривую $(1) (вместо касания в точках, где $(1) имеет макси- 


мальное значение). 
Оперирование с подобной «огибающей» не имеет смысла, а в 


некоторых случаях и недопустимо, так как может привести к оши- 
бочным практическим выводам (например, при рассмотрении ра- 


боты амплитудного детектора). А 
Неопределенности можно избежать при представлении 4(й 


и Ф(2 с помощью следующих соотношений: х 
2дооөн вннөрв& =н (Аі? (0), (4.56) 
үф ЙОРИАЗУСВОМОУ рахе жнын (2 =. (4.57) 
гда 5(0:0-.норая Го оецределенным: образом, ‚связанная с 


исходной функцией $( ЛЕТ дтэ „ВВ ‚твденхет 
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Выражения (4.56)—(4.57) основаны на представлении $( в 
виде проекции вектора А(№ на ось абсцисс, относительно которой 
отсчитывается угол %№ (Ё) (рис. 4.28). 

Для выявления требуемого характера функции $1(1) рассмот- 
рим сначала некоторые свойства величины А(№, вытекающие не- 

посредственно из выражения 
(4.56) и справедливые при 
: любой функции $1(1. 

Прежде всего мы видим, 

что в точках, где 51(/) равно 


м нулю, имеет место равенство 
А (0) = $(2). (4.58) 
Дифференцируя (4.56), получаем 
0 50%) 
ад 45 
Рис. 4.28. Я = 8 Ня. 


Отсюда видно, что при $: = 0, когда саа 5 (2), имеет место 
дополнительное равенство’ 

аА _ 45 

а а’ 


Следовательно, в точках, в которых $1(#) = 0, кривые А(№ и 
$(# имеют общие касательные. 

Этих условий, однако, еще недостаточно для того, чтобы можно 
было рассматривать А({) как огибающую быстро осциллирующей 
функции 82). 

Необходимо потребовать, чтобы кривая А({) касалась кривой 
$(№ в точках, в которых последняя проходит через максимальные 
(амплитудные) значения. Иными словами, в точках, где $,(й обра- 
щается в нуль, функция $(#) должна проходить через максимумы. 

Этому условию отвечают .преобразования Г илобеота, а 


(4.59) 


+9 
д = | а, | (4.60) 

А Я +оо ‚ | 
800 = — 1 | 20 бы (461) 


00 
б = 
причем здесь имеются в вид) ўлайные\рһачения несобственных 
интегралов. 


Функция %1(/) называв я „фун кшҳай сопряженной функции 
$(0.. 


2 ВБИНБЕЧЯра ИВЕЯЮООВ ани Кола Яю «нан ро ды 9КИЗ Врс- 
- техиздат, 1948, стр 161. \)е Нэнлянуф бондох:, 


Нетрудно убедиться, что в тех точках, где | 5(/) | проходит через 
максимум, 51(№ обращается в нуль, Действительно, из рассмотре- 
ния выражения (4.61) следует, что величина интеграла опреде- 
ляется в основном участками пути интегрирования вблизи т = Ь 


1 
где функция а. обладая противоположными знаками по обе 


стороны от точки т = і, стремится к бесконечности. 
Если в точке т == і функция |5(т)| проходит через максимум 
4$ (т а г 
и, следовательно, ча = 0, то в окрестности этой точки |$ (т)| = 
= |5(1)| может рассматриваться как постоянная величина. Вы- 
нося поэтому $(т) за знак интеграла, записываем последний 
в форме у 


ат 
=’ 
{— 
О. 
ат ^ 0. 

Так как подынтегральная функция нечетна относительно т, 
последний интеграл обращается в нуль. 

Соответственно в точках т, в которых $(т) проходит через нуль 
и, следовательно, меняет свой знак, подынтегральная функция 
`становится четной и значение | 51(1)| становится максимальным. 

Приведем несколько простых примеров, поясняющих приме- 
нение преобразования Гильберта к определению огибающей и 
фазы некоторых радиосигналов. 

Рассмотрим прежде всего сигнал в виде гармонического коле- 
бания 


$ (1) = асоѕоѓ +- В зп в. (4.62) 


Хотя в столь простом случае не возникает недоразумений в вопросе 
об огибающей, определение сопряженной функции $1(1) все же 
полезно для установления общих соотношений между спектрами 
функций $(1) и $1(8. 

Применяя общее выражение (4.61) и переходя к новой перемен- 
ной х = т — & находим сопряженную функцию 


+оо е 
ааста 
. —с оо 
+оо +оо 3 
= — — С05 0 | сая 4 — лв | =” — 
оо —© 
00 | +оо 
— 4 соѕ оѓ | Б И = ѕіп оѓ | ры 
— оо — 00 
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Известно, что > 
+0 
| с05х Ех 


х 
— со 


(в смысле главного значения) и 


| ялх Е 
ра 
— оо 
Следовательно, 
$1 (1) = ачп оі — Б соѕ оѓ. (4.63) 


Подставляя (4.62) и (4.63).в формулы (4.56)—(4.57), получаем 


А = (а соѕоѓ > Б зіп ой? + (а по! — Ё созй)? = 
= уа - В = А, 


а $11 оѓ — 6 соѕ юѓ 


Уаз -{ 02 зіп (оі — 5) 
а соѕ оѓ --.6 ѕіп оѓ 


= Уз 1 № соз (ої — 9) и 


{р = агсіє 


где ф = агсіш2. 

Сопоставление выражений (4.62) и (4.63) показывает, что 
функции г 
$ (2) = соѕоѓ 


соответствует сопряженная функция 
51 (Г) = ѕіп фі, 


а функции 
5 (1) = ѕіпоѓ 


соответствует сопряженная функция 
51 (2) = — с0$ 6. 
Рассмотрим теперь совокупность трех гармонических компо" 


нентов, образующих обычное амплитудно-модулированное коле" 
бание: 


$ (1) = А, [Что Ё + К ѕіп (в, + 9) Кзп(®, —– 9) 4 (4.64) 


при К < 2. з 
Находим сопряженную функцию 
$: (1) = — А, [с0$ 5 Ё + К соѕ (ө, + 9) 1 + К с03 (& — 9) А]. (4.65) 
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е 


Подставив (4.64) и (4.65) в формулы (4.56) и (4.57), после 
несложных преобразований получаем 


А() = А, (1 + 2К соѕ 92), 


к. — [со$ оо - К соѕ (оо + 9) Ё - К соѕ (оо — 9) 2] _ 
В ВТС аа Каа РУРК оО 


— соѕ оо? (1 -- 2К соѕ 9) 


я аго | теги ЭК возр | == — агсір (сіс в, Ё) Б“ 


т 


= аге (7—6 9] о 


Таким образом, 


Г) 


$ (Е = А (Г) соѕ Ф (6) = А, (1 + 2К соѕ О) соз (92 — 5) == 
| = А,(1 + 2К соѕ 9) т в &. (4.66) 


Этот результат можно, конечно, получить и непосредственно из 
(4.64), если слагаемые с «боковыми частотами» о -- © и ор —– © 
привести к виду 2К соѕ 2 ѕіп во Е. 

Из приведенных выше примеров уже ясно, что если исход- 
ный сигнал $() представляет собой сумму спектральных состав- 
ЛЯЮЩИХ 


Е 5(0) = У (а, соѕо, і + 6, зіп о, Г), (4.67) 
п 
то сопряженная функция 
$1 (Ё) = У, (а, зіп о, і — Б, соѕо, і). (4.68) 
п В 
Ряд (4.68) называется рядом, сопряженным ряду (4.67), а ком- 


плексная функция 
2 (0 = $ (В - 151 (0) (4.69) 


называется аналитическим сигналом, соответствующим действи- 
тельной функции времени (0. 

Таким образом, простейшему сигналу в виде гармонического 
колебания $(#) = соѕ оі соответствует аналитический сигнал 


2 (1 = соѕоѓ -- п ФЕ = ©. (4.70) 


Если сигнал $(#) представлен не рядом (4.67), а интегралом 
Фурье: 


50 = т [ 126) созо + 5 (о) зіп ой ао, (4.71) 
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то функция 5; ({) может быть представлена в виде интеграла 


5) = = | [а (о) ѕіпоѓ — 6 (о) соз ®Й а®, (4.72) 


сопряженного интегралу (4.71). 

Сопоставление (4.71) и (4.72) позволяет установить общее со- 
отношение между спектральными плотностями функции 5( и 
51 (1. С этой целью запишем выражение (4.71) в следующей 


форме: 
$( = = | Уз + 6? со (&Ё# — ф) о = 
. 0 


со со 
== 24) Ма? -+ 5° Ве (еі еѓо/) до = = Ве [$ (о) еге] до, 
0 0 
где 
$ (о) = а? + 62.е-. (4.73) 
[Ср. с (2.42)]. 
Аналогично выражение (4.72) можно записать в форме 
4 р 
$1 (#} = = У а? - 6? чт (оѓ — Фф), ао = 
0 


х 


у 


-=| Уа? т 0° Ке (—1е-№ е!) до = =) Ке [$1 (о) еѓ°] ао, 
0 0 


где ЕЯ 
$, (0) = — Уа? + 5 е-№. (4.74) 
Сравнивая (4.74) с (4.73), замечаем, что в области положи- 


тельных значений ® спектральные плотности $, (о) и $ (0) свя- 
заны соотношением 


$, (0) = — {5 (о) при о? 0. 


С помощью аналогичных рассуждений можно показать, что 
в области отрицательных значений ® имеет место следующее 
соотношение: 


$, (ә) = 15 (0). при о < 0. 


Рассмотрим теперь сигнал, спектральная плотность которого 
постоянна в полосе частот Ао = 005 — 01: 


$ (о) = 1 при ов, 
= 0 при <: и о>. 
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Подобный спектр получается при вырезании полосы 9: — @ 
из равномерного спектра единичного импульса. 

Применяя выражения (4.71)—(4.72), в которых приравниваем 
а(о) = 1, 6(®) = 0, а пределы интегрирования 0, оо заменяем на 
©, ®з, получаем 


(0) = 1 [ созш ао пааша, 


51 (Ё = Е оі до = 


Отсюда огибающая равна - 


СО5 2 — СОЇ 
ті 


. 


А() = И (0) + 52 (= 


= У (51 051 — п в: 2? -- (с0$ 01 — с0$ 0, 22 = 


= ИИ соб, 6) = а АЕ 6 


Е т р л Ао 
9 ма ( 7) о $1 9 
в 1 , (4.75) 
а фаза запишется как | 
а 51 (1) (соз 2 2 — соѕ о; 1) 
З Ф (2) = агсів> = А те = т. 
2 ѕіп а ) рт м. і 
== Е Е 0 == 
2 ( 2 7 +) е2) і 
= "16 пл, (4.76) 


где п = 0), 1, 2,... в зависимости от знака множителя в (4.75) 


Гоз — До 
т ка Ё = 5іп =. 


$ Ло 
Именно, при = = л, когда последнее выражение положи. 
‘тельно, имеем 


‚ Ао |. 
+ яп -9— віп оу? ИР 5 
2 =: А. о 
р (2) = агсіє а. агсіє ет = @0 Ё; 
+ | зіп 79 | 608 0 і 
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. До 
при < ва, когда 31-57 << 0, имеем 


— 5іп оо? 
= А = ЕЛ ибт. д. 
$ = агае (оз ) + д 
В этом выражении использовано обозначение 


о, о. 
ЕЕ а 


Итак, окончательно, 


т Е 
тЫ! соз (вае ия). (4.77) 


М До ор өр 
График этой функции для случая, когда Ея р. На «1, 
изображен на рис. 4.29. 


50) 


Рис. 4.29. 


Отсчет времени на этом рисунке ведется от точки # = 0, по- 
скольку при «вырезании» полосы частот ®з — ®1 не учитывалась 
задержка сигнала, неизбежная в реальном фильтре. 

Как уже отмечалось в начале данного параграфа, понятие 
«огибающая» амплитуд имеет определенный смысл только для узко- 
полосного сигнала. Это положение легко пояснить на рассматри- 
ваемом здесь примере. Для этого начнем понижать центральную 
частоту ®о при неизменной полосе До. В пределе, при ®1 = 0, юз = 
= Ло, получим спектр «видеосигнала», показанный на рис. 4.30. 
Этот спектр должен рассматриваться как широкополосный, по- 


скольку величина =, равная в рассматриваемом случае 3 не от- 
А о ` Е 


До 
вечает условию —— < 1. 
. ЫГ] 
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Подставляя в выражения для $(№) и $, (И (стр. 5 Ф = 0, 
оз = Ло, получаем 


зіп 2а! 


5(0) = г ми 


— (соѕ оѓ — 1) _ 1 — соѕ До 
пі Е пі 


Следовательно, «огибающая» 
А(#) для функции времени $ (#), 
обладающей спектром, пока #10 
занным на рис. 4.30, будет 


[942] 


А) = И 0) + 82 (0) = 


‚ А 
11 отд 
А =0 = 
Графики функций 5(1), в ака 
Рис. 4.30. 


51() и 4(1) изображены на 
рис. 4.31. 

Как видим, в рассматриваемом случае величина 4(1), опреде- 
ляемая выражением (4.78), может лишь условно рассматриваться 
как «огибающая» амплитуд исходного сигнала. Из рассмотрения 


. 


Рис. 4.31. 


кривой 5(/) (рис. 4.31) видно, что это объясняется слишком быстрым 
изменением амплитуд $(1) или, говоря спектральным языком, слиш- 
ком широкой относительной полосой частот сигнала. 

В некоторых специальных случаях выражения (4.56)—(4.57) 
‚совместно с (4.60)—(4.61) применяют и по отношению к широкопо- 
-лосным сигналам. Однако при.этом нужно отказываться от требо- 
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вания, чтобы «огибающая» А(Ё касалась кривой $(#) только в точ- 
ках, в которых 5(1) имеет амплитудное значение. 

На основе (4.57) можно дать общее определение мгновенной 
частоты радиосигнала 5(1) в виде 


4} (1) $1 (#) 
оо = р ате | 


где $1(1) — функция, сопряженная (по Гильберту) заданному сиг- 
налу 5(2). 

Отделив в: найденной таким образом частоте о0(#) постоянную 
часть оо, можем написать для ф (#) выражение: 


(0) = 02+ 9() +9, | (4.79) 


в котором 0(2) не содержит члена, линейно зависящего от времени. 
Тем самым устраняется произвол в: выборе 9(1), как это было до- 
пущено в (4.54'). 


4.9. МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ 


При исследовании радиосигналов часто встречаются интегра- 
лы вида 


1= {Одет ах, (4.80) 


в которых множитель подынтегральной функции (/(х) изменяется 
с изменением х медленно, а множитель е’) является быстро ос- 
циллирующей функцией на всей оси х, кроме относительно неболь- 
шого участка, где эта функция также меняется медленно. 
Подобные выражения, с которыми мы уже имели дело при на- 
хождении спектра и автокорреляционной функции амплитудно- 
модулированных колебаний (см. выражения (4.9) и (4.13)], осо- 
бенно важны при изучении сложных радиосигналов с угловой мо- 
дуляцией, а также с одновременной амплитудной и угловой моду- 
ляцией. 
Если внутри одного периода изменения функции е/®(*) мно- 
житель ((х) остается почти неизменным, то интеграл за этот период 
близок к нулю. Основной вклад в величину интеграла дает участок 
интегрирования, на котором функция соѕф(х) [или ѕіпф(х)] изме- 
няется медленно. Это поясняется рис. 4.32, на котором изображена 
подынтегральная функция (/(х)соѕф(х). Точка хо, в окрестности 
которой изменение функции ф(х) равно нулю, называется «точкой 
стационарной фазы». 
Очевидно, для определения точки хо может быть использовано 
условие: ^ А 
0] 0. (4.81) 
; ей х= 
Если подынтегральная функция имеет вид, показанный на 
рис. 4.32, открывается возможность упрощения вычисления интег- 
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рала, основанная на ограничении области. интегрирования малой 
окрестностью точки хо. 

В качестве простого примера применения принципа стационар- 
ной фазы рассмотрим уже встречавшееся в $ 4.3 выражение (4.9) 


т} Их)созф(х) 


Рис. 4.32. 


ДЛЯ спектральной плотности амплитудно-модулированного сигнала: 


+ о + оо 
$, (@) ЕЕ, 5 | А ()ет' [Ко = о) ғ) + | А (Фе! (о +о,)2 ] аі. 
Р бт оо (4.82) 
Рассмотрим один из этих интегралов, например, первый. 
Множителю И (х) в нем соответствует огибающая амплитуд (1), 
а функции ф(х) — 
Фф (0) = — (о —– оо) Ё, (4.83) 


причем « — @ является параметром. 
Применяя условие (4.81), получаем 


откуда следует, что величина первого интеграла в выражении (4.82) 
достигает максимума вблизи ® == оо. Второй же интеграл при этой 
частоте близок к нулю (как интеграл от быстро осциллирующей 
функции). Аналогичным образом можно показать, что при ® = 
== — @о в максимум обращается второй интеграл, а первый — 
в нуль. 

Рассмотрим другой пример: задана спектральная плотность 
5(0) = 5(®)е <) и требуется определить момент времени {, в ко- 
торый сигнал $(Ё достигает своего максимального значения (по 
абсолютной величине). 

Представим сигнал в виде интеграла Фурье: 


(0) = = $ (о) соз [0Ё-+- $ (в) а. 
0 
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В соответствии с принципом стационарной фазы величина это 
го интеграла определяется в основном участком интегрирования 
в окрестности точки о, отвечающей условию: 


аА ФЛ уу 4) _ |. 
еа Е ЕН 
откуда искомый момент времени 


л. (4.84) 


В рассмотренных примерах принцип стационарной фазы был 
использован лишь для определения ® или #, при которых полу- 
чается максимальная величина спектральной плотности или сигнала; 
вычисление же самих интегралов не производилось. 

Рассмотрим теперь более сложный радиосигнал, когда приме- 
нение принципа стационарной фазы сильно упрощает нахождение 
спектра сигнала. Пусть сигнал задан в форме 


500) = А (0) соѕ [92 4- 0 (81, 


причем А(№ и 6(1) определены в соответствии с правилами преды- 
дущего параграфа, т. е. А(Ь является «наипростейшей» огибаю- 
щей, а в функции 0(#) нет слагаемого, линейно зависящего от вре- 
мени. 

По аналогии с (4.82); запишем спектральную плотность сиг- 
нала в форме 


5 (6) = 5 | А (ре: 02—90 2—9 (01 д 
а. 
+ о 
+5 | А(2)е-* Ко+-оо) 24-8 (2)) а= (+ 19. (4.85) 
— оо 


Рассмотрим первый интеграл /,, который запишем в форме 
+ оо 
Һ= [ Адет 0а, ` (4.86) 
— оо 
где А 
Ф (0) = — (© — оо) — 0 (0)]. (4.87) 
Полагая огибающую А(Ё) достаточно медленной функцией, · 
мы можем определить И стационарной фазы № из усло- 
вия (4.81): 


4% (1 
та 40 о = 0. (4.88) 


Заметим, что мгновенная частота анализируемого колебания 
равна 
48 (г) 
а ^ 


о (0) = ® + 
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Следовательно, 
0 (фо (4.89) 


и равенство (4.88) есть не что иное, как условие, что в стацио- 
нарной точке # мгновенная частота о (/) совпадает с выбранной, 
частотой спектра 0, т. е. что 


2 


ТРЕТ (4.89')` 


Разложим теперь функцию Ф: (#) в ряд Тейлора по степеням 
(2 — 0): 


ви 2. 


Ф, (0) = Ф, (о) + ФІ (25) (2 — 2)+ (= жо) а, 


В силу выражения (4.88) слагаемое с фі (&) можно опустить, · 


а члены третьего и более высокого порядка можно отбросить, 
так как функция фі (2) рассматривается в малой окрестности 
точки о. 

Таким образом, в этой окрестности 


ЕРЕЖЕ ЛО 


Учитывая, кроме того, что при значениях {, близких к {ѓ,, 
огибающую 24 ({) можно заменить постоянной величиной А(Ё), 
приходим к следующему приближенному выражению для инте- 
грала Џ: 

+оо #1 йа 
і (02—20)? 
1, = А() ево {е аі. (4.91) 


— 6 


Сделаем подстановку 


91 00 


(2—1) = у?. 


. 


Тогда вычисление интеграла дает: 


+ оо 
с) 


+ оо А 
| 191 (2) (2—10)? 
2 аі =, ѓу? = 
е р25 (0. еі" йу 


— со 


ИГ ануу | к 
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Е (4.90) 


== РАЕН = і == 1 1) = 
ай +: т. = 
= Я а. т, 
фу (0) |е (6) 


Знак плюс должен быть взят, если ф! (№) >> 0, а минус — если 


ФІ (2) < 0. 


Итак, окончательно! 


[1 = А (1) еї: (0) Маль 

1 (2) е рате 

Е ауе [не]. (4 99) 
|е (20) | 


Таким образом, при частотах (положительных), близких К 0%, 
спектральная плотность сигнала 


Мелиа 91 (6) #4. 
8) 3 = У тт те 1 + _ (4.93) 


Аналогичное выражение при замене Ф, (ѓ) на 
Ф, (0) = — (о-+ 0) 2+0 (2)) 


может быть составлено’ и для отрицательных значений ®, близких 
(по абсолютной величине) к во. 5 

Обратимся к (4.93). Вторая производная от функции ф1(й яв- 
ляется скоростью изменения мгновенной частоты 6(1). Следова- 
тельно, модуль спектральной плотности при частоте ® обратно 
пропорционален половинной степени скорости изменения мгновен- 
ной частоты в момент іо, соответствующий прохождению ®(Ё через 
выбранное значение о, и прямо пропорционален амплитуде 
А(ѓо) в этот же момент времени. 

Поясним применение выражения (4.93) на примере радиоимпуль- 
са с линейным законом изменения частоты заполнения, который 


был рассмотрен в $ 4.7. При обозначениях рис. 4.26 и выражения 
(4.42) имеем: - 


А (2) = А, = сопѕї при — 2 << + т. 


1 Обоснование н подробное изложение метода стационарной фазы 
с применением к задачам радиотехники см. в книге: Д. Е. Вакман, 
Асимптотические методы в линейной радиотехнике. «Советское радио», 1962. 
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Находим точку стационарной фазы: 


п о) Вы = 0, 
о 
откуда 
== иг (4.94) 
Далее, 
фт (= В =сопзі. (4.95) 


Таким образом, 
вг0 
Ф (15) = — | (@ — Фо) — ә | = 


[90 5. ее (ону 


в = г В 
фи (6) = В. (4.97) 
Подставляя фі (#5) и Ф; (45) в выражение (4.93), находим 
—- РАСЕ: 
5 (о) = Г Ае ДЕ Ер 1]. ` (4.98) 


Это выражение справедливо для частот спектра, заключенных в 
пределах изменения мгновенной частоты (1, так как моменты 
времени ѓо определялись из условия (4.89’). 

Так как о (/) изменяется (линейно) от ® — ®д ДО в, -- ®д 
(см. рис. 4.25), то в этих пределах модуль спектральной плот- 
ности равномерен 


$ (®) = да ` (4.99) 


3 
а фазовая характеристика спектра имеет вид квадратичной пара- 
болы. 

Этот результат совпадает с выражением а. 48) для случая, когда 
т»1 [см. формулы (4.50)—(4.51) и связанные с ними коммента- 
рии]. 

Выражение, аналогичное (4.98), нетрудно составить и для 
спектральной плотности при отрицательных значениях о. В этом, 
однако, нет необходимости, как так спектральная плотность в об- 
ласти отрицательных значений фо легко получается по найденной 
функции .8(@) на основании четности модуля и нечетности аргу- 
мента относительно ©. 

Из предыдущих рассуждений, а также из рассмотрения примера 
радиоимпульса с линейным изменением частоты заполнения видно, 
что метод стационарной фазы очень эффективен и дает хорошее 
приближение только при достаточно медленном изменении частоты, 
т. е. когда девиация частоты велика по сравнению с модулирующей 
частотой (или, что то же самое, когда произведение девиации на 
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длительность периода модуляции велико по сравнению с едини- 
цей). Кроме того, изменение огибающей амплитуд А({) должно 
быть настолько медленным, чтобы это изменение не оказывало за- 
метного влияния на спектр колебания. Иными словами, спектр 
огибающей должен быть узок по сравнению с девиацией частоты 
заполнения. 

Отметим, наконец, еще одно важное свойство спектра колебания 
при медленной частотной модуляции, которое особенно наглядно 
выявляется с помощью метода стационарной фазы. При обсужде- 
нии выражения (4.93) уже подчеркивалось, что модуль $(@) об- 
ратно пропорционален половинной степени скорости, с которой 
частота колебания &(!) пробегает рассматриваемую частоту спект- 
ра ®. Так как распределение энергии в спектре непериодического 
сигнала пропорционально 5*(6) [см. $ 2.8], то можно сказать, что 
энергия распределена обратно пропорционально ‚первой степени 
скорости или, что то же самое, прямо пропорционально времени‘ 
пребывания мгновенной частоты ®( в бесконечно малой полосе 
частот спектра о, о + Яо. С другой стороны, плотность вероятно- 
стей случайного сигнала (модулирующей функции) также пропор- 
циональна времени пребывания ординаты сигнала в интервале $5, 
$ + 4$. Поэтому, если в(1) изменяется по закону модулирующей 
функции, то распределение энергии в спектре модулированного коле- 
бания совпадает по форме с законом распределения вероятностей 
модулирующей функции. 

В случае, когда модулирующая функция представляет собой 
стационарный случайный процесс, а модулированное колебание 
существует достаточно долго, сформулированное положение можно 
распространить на закон распределения по спектру средней мощ- 
ности колебания, т. е. на энергетический спектр (см. приложе- 
ние !). 


4.10. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ УЗКОПОЛОСНЫХ СИГНАЛОВ 
‚ Пусть задан сигнал $(#), представляющий собой узкополосный 
‚процесс 

5(0) = А (7) соѕ [в Ё-0 (2)]. (4.100) 
«Узкополосность» означает, что спектр сигнала заключен в полосе 
частот ш = 2 — |, которая мала по сравнению с центральной 


частотой о. 
Таким образом, 


ш __ е ћ 
Те НЬ в, 
причем 
| _ ВЕ 
о= 5“. 


. 


В пределах полосы ш спектр не обязательно симметричен от- 
носительно центральной частоты р. 
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Оговоренные выше условия позволяют считать, что определяе- 
мый выражением (4.100) сигнал представляет собой высокочастот- 
ное колебание, модулированное в общем случае по амплитуде и 
по фазе. 

Если ставится задача дискретизации подобного сигнала, то 
возникает вопрос об интервале между двумя отсчетными точками 
на оси времени. При представлении сигнала в виде суммы (3.25), 


9 (8) 


Рис. 4.33. 


этот интервал должен быть не больше чем где № имеет 


1 
ор 
смысл наивысшей частоты в спектре сигнала. Нецелесообразность 
и неэффективность подобной дискретизации очевидна, так как 
информация заложена не в частоте ѓо, а. в огибающей или в фазе 
модулированного колебания, которые изменяются во времени 
медленно, с частотой модуляции. 

Желательно поэтому преобразовать выражение (4.100) таким 
образом, чтобы интервалы между выборками определялись фак- 
тической полосой спектра, т. е. величиной ш. р 

Это может быть достигнуто, если использованную в $ 3.5 вспо- 
могательную функцию 8(8 [см. формулу (3.24)] заменить сле- 
дующей функцией (рис. 4.33): 


2 (= 212707 соз (оу? — о). (4.101) 
При этом сигнал $ (#) представляется суммой Я 


5 | зп пд) 
51п 7ш — п 
ЗЕ. А, пш (пі) 


п = — 00 


соѕ [00 (2 — "АВ — },], (4.102) 


где Д, и №, — амплитуда и фаза сигнала $(1) в п-й отсчетной точке. 
183 


Доказательство справедливости такого представления приво- 
дится в приложении //. 

Смысл замены 8(#) на 2;(#) заключается в следующем: если для 
дискретизации сигнала, спектр которого начинается с нулевой 
частоты, используется функция 8#(1), то для дискретизации узко-. 
полосного высокочастотного сигнала должна быть использована 
также высокочастотная функция р1(?), для которой функция 2(й 
является огибающей. Начальная фаза заполнения {ф,„, постоянная 
для данного значения п, должна совпадать с начальной фазой 
дискретизируемого сигнала в и-й отсчетной точке. 

Итак, в каждой отсчетной точке фиксируется величина оги- 
бающей сигнала А, и фаза \ф„. Интервал между отсчетными точками, 
как это следует из выражения (4.101), равен 

Аі = —, ° (4.103) 


Ш р 


т. е. вдвое больше, чем при дискретизации снази без высокочас- 
тотного заполнения [°: $ 3.5, где Ді = Та т]. 


При заданной длительности сигнала Т число отсчетных точек, 


ІД 
равное = 00, получается вдвое меньшим, чем в случае сигнала 


ЛЕ 
со спектром, начинающимся с нулевой частоты, и с наивысшей 
частотой ЕР» [см. $ 3.5]. 

Учитывая, однако, что в каждой отсчетной точке должны быть 
заданы два параметра — А, и %, — приходим к выводу, что общее 
число степеней свободы получается 


Т 
п= 2-5 = 2%, (4.104) 


т. е. такое же, как и для сигнала со спектром, начинающимся от 
нуля, но с одинаковой полосой частот. 

Проиллюстрируем выражение (4.102) на примерах колебания, 
промодулированного по амплитуде или частоте. 

При АМ исходим из колебания 


а (0) = А, + М соѕ0/] соѕо; ё. 


В этом случае простейшей тональной модуляции спектр со- 
стоит из одной пары боковых частот и несущего колебания. 


& 
Ширина спектра шлм=2Е, где Ё = =. Интервал между выбор- 


= м т. е. такой же, как и 
АМ 2Е 
при дискретизации исходного сообщения (модулирующего на- 
пряжения). 

Так как фаза высокочастотного заполнения при чисто ампли- 


тудной модуляции постоянна, то передавать ее нет необходимости. 
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ками должен быть взят АЁ = 


Отсюда вытекает очевидный результат: амплитудно-модулирован- 
ное колебание вполне а значениями своих амплитуд, 


взятыми через интервал ==- РС = ‚ где Е, — наивысшая частота в спект- 


ре модулирующей функции” (т. е. в спектре передаваемого сооб- 
щения). 

При частотной модуляции, исходя из того же передаваемого 
сообщения, что и при АМ, получаем колебание: 


а (2) = 4,со$ [92+ тА іп о). 


Рассмотрим случай «широкополосной» модуляции, когда ши- 
20 
рина спектра модулированного колебания шчм я= 5—2 == 2], [см. 


2п 
выражение (4.34) ]. Следовательно, интервал между выборками 
должен быть взят ДЁ = =. Так как при ЧМ амплитуда 
" Шим 205 


колебания неизменна, то передавать ее нет необходимости. Сле- 
довательно, для однозначного представления частотно-модулирован- 
ного колебания достаточно задавать фазу этого колебания в от- 


счетных точках, отстоящих одна от другой на время АЁ= р» 
д 
причем фаза равна 


о 
Ө, = 5 510 (2 — А2). (4.105) 
При одной и той же длительности сообщения Т число выборок 
фазы при ЧМ равно шчмТ = 27, а число выборок огибающей при 
АМ равно шлмТ = 2ЕТ. Отсюда видно, что при одинаковом пере- 
даваемом сообщении (т. е. при одинаковом количестве информации) 
частотно-модулированный сигнал обладает числом степеней свобо- 


ды в (з = т раз большим, чем амплитудно-модулированный сиг- 


нал. Это является результатом расширения спектра сигнала при 
ЧМ. На приемной стороне канала связи после частотного детек- 
тирования модулированного колебания выделяется напряжение, 
которое, конечно, имеет спектр и число степеней свободы такие 
же, как и исходное сообщение, 

Из приведенного примера видно, что при одной и той же ширине 
спектра информационная емкость радиосигнала в зависимости от 
вида модуляции может быть различной. 

Рассмотрение этого вопроса, требующее учета помехи, а также 
совместного действия сигнала и помехи на детектор приемнӣка, 
будет выполнено в части 11. 
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ГЛАВА 5. 


ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ, 
ОБЩИЕ МЕТОДЫ И СООТНОШЕНИЯ _ 


5.1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


В радиоэлектронике приходится иметь дело с различными сиг- 
налами и с разнообразными, в основном инерционными, цепями. 
При передаче реальных сигналов в таких цепях неизбежно воз- 
никают переходные процессы. В отличие от электротехники, ин- 
тересующейся установлением режима при включении или выключе- 
нии источников энергии, в радиотехнике основное значение имеет 
рассмотрение влияния переходных процессов на форму сигналов 
и, в конечном итоге, на содержащуюся в сигнале информацию. 

В гл. 1 отмечалось, что большинство радиотехнических устройств 
представляет собой сочетание линейных и нелинейных элементов. 
Это обстоятельство сильно усложняет Задачу строгого рассмотре- 
ния переходных процессов в радиоцепях, так как классические 
методы анализа, основанные на использовании принципа супер- 
позиции, являются линейными методами. Поэтому в радио- 
технике широко распространены приближенные методы 
анализа воздействия сигналов на реальные устройства. 

Упрощение идет по двум линиям: во-первых, выделяются 
линейные цепи, которые рассматриваются изолированно от нели- 
нейных элементов, и, во-вторых, используются некоторые особен- 
ности радиотехнических цепей для упрощения самих методов. 
Так, в частности, высокая избирательность колебательных систем 
позволяет эффективно применять метод «медленно меняющихся 
амплитуд» и некоторые другие разновидности этого метода. 

Дальнейшее упрощение заключается в том, что рассмотрение 
переходных процессов обычно проводится только для линейных 
систем с постоянными параметрами. 

Несмотря на перечисленные ограничения, имеется широкий 
круг практических задач, которые можно успешно решать на ос- 
нове линейного подхода. К таким задачам относится, преж- 
де всего, прохождение сигналов через линейные усилители с апе- 
риодическими и колебательными цепями. Из дальнейшего будет 
видно, что слабо выраженная нелинейность усилительных эле- 
ментов (ламп, транзисторов и др.) не препятствует линейно- 
м у рассмотрению прохождения импульсов и модулированных ко- 
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лебаний через «линейные» усилители. Даже в случае существенно 
нелинейных устройств часто удается получать полезные для прак- 
тики результаты на основе линейного рассмотрения отдельных 
элементов и узлов этих устройств. 

Перечислим основные методы, с которыми приходится иметь 
дело при анализе прохождения сигналов через радиотехнические . 
цепи. 

В случае простейших систем, описываемых дифференциальными 
уравнениями не выше второго порядка, решение задачи обычно не- 
трудно получить с помощью классического метода дифференциаль- 
ных уравнений. 

При сложных цепях значительно более удобными оказываются 
методы, основанные на спектральном представлении сигнала. 
К этим методам относится метод интеграла Фурье 
и тесно с ним связанный операторный метод (преобра- 
зования Лапласа). 

Наряду со спектральным методом в радиоэлектронике очень 
часто используется также метод интеграла наложе- 
ния, заключающийся в отыскании отклика цепи с заданной им- 
пульсной характеристикой на произвольный сигнал. 

Кроме перечисленных строгих методов, применяются упомяну- 
тые выше приближенные методы, приспособленные к специфике 
рассматриваемых цепей и сигналов. Некоторые из таких методов 
будут изложены в гл. 6 при рассмотрении передачи радиосигналов 
через избирательные цепи. 

В данной главе излагаются основные положения теории пере- 
дачи детерминированных сигналов через линейные си- 
стемы с постоянными параметрами, причем упор делается 
на «управляющие сигналы (без высокочастотного заполнения) и 
на апериодические цепи. 

Передача детерминированных сигналов через пераметрические 
линейные системы рассматривается в главе 9, а передача случай- 
ных сигналов через линейные системы — во второй части настоя- 
щего учебника. 

Следующие два параграфа посвящены краткому изложению су- 
ти операторного метода и метода интеграла наложения с учетом 
особенностей, связанных с применением этих методов к радиотех- 
ническим задачам. 


5.2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД 


В основе этого метода лежит использование «передаточной функ- 
ции» цепи, часто называемой также коэффициентом пе- 
редачи цепи. В случае четырехполюсника коэффициент пере- 
дачи обычно определяется как ‘отношение комплексных ампли- 
туд выходного и входного напряжений 


а 
К(іо) = (5.1) 
к 487 


Эта безразмерная, в общем случае комплексная, функция яв- 
ляется важнейшей характеристикой четырехполюсника в стацио- 
нарном режиме при синусоидальном возбуждении четырехполюс- 
ника. Коэффициент передачи удобно представлять в форме 


К (іо) = К (о)еѓ® (). (5.2) 
Модуль К(®) иногда называют амплитудно- частот- 


ной характеристикой или просто амплитуд- 
ной характеристикой четырехполюсника. Аргумент 
$Ф(®) коэффициента передачи называют фазо-частотной 
характеристикой или просто фазовой харак- 
теристикой четырехполюсника. 

Если на входе линейного четырехполюсника действует сигнал 
в виде э. д. с. е(1) произвольной формы, то в соответствии со спект- 
ральным методом нужно определить спектральную плотность 
входного сигнала Ё(іо)!. Эта операция легко осуществляется с 
помощью выражения (2.38). Умножение Ё(іф) на К(іф) определя- 
ет спектральную плотность сигнала на выходе четырехполюсника. 
Наконец, применение к произведению Е(®)К@®) обратного 
‚преобразования Фурье [выражение (2.39)] позволяет определить 
выходной сигнал в виде функции времени. 

Таким образом, если входной сигнал записан в виде интеграла 
Фурье ў 


+ оо 
е0) = == { Е (іо) еї! йо, (5.3) 
— со 
то ВЫХОДНОЙ сигнал может быть представлен в аналогичной форме: 
и = | Е (іо) К (іо) с! до. (5.4 
СР 


Сравнение выражения (5.4) с (5.3) показывает, что сигнал на 
выходе линейной цепи может быть получен суммированием спектра 
Е і») входного сигнала с весом К(іф). Иными словами, передаточная 
функция цепи К(іо) является весовой функцией, опре- 
деляющей относительный вклад различных составляющих спектра 
Е(о) в сигнал и(®. 

Вычисление интегралов вида (5.4) значительно облегчается 
при использовании методов контурного интегрирования на плос- 
кости комплексного переменного. Переход от действительной пере- 
менной ® к комплексному переменному р = с + іф позволяет 
также полностью устранить ограничения, вытекающие из требо- 


1 В данной главе аргумент спектральной плотности обозначается в 


виде ѓо для удобства перехода к операционному изображению заменой ѓо 
на р. 
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вания абсолютной интегрируемости функции е(й (см. $ 2.5). За- 
менив в выражениях (5.3)—(5.4) іо на р, получим 


с-ЕЁ оо 
е0 = у | Еф)ечар, 6.5) 
с ісо Е 
10 =: | ЕФ) КО)ечар. (5.6) 


При новой переменной функция Е (р) определяется выраже- 
нием, получаемым при замене іо на р в выражении (2.38): 
со ы 
Е(р) = | е(е-ғ' а. (5.7) 
0 " 
Это соотношение, преобразующее действительную функцию: 
е(?) действительного переменного # в комплексную (в общем случае} 


ѓо \ с+ісо 


Рис. 5.1. 


функцию Е(р) комплексного переменного р, называется преобразо- 
ванием Лапласа. Е(р) иногда называют преобразованной 
по Лапласу функцией е(/) или изображением функции 
е(2). Исходную функцию е(#) называют оригиналом. 

Соотношение (5.5) по аналогии с выражением (2.39) иногда 
называют обратным преобразованием Лапласа. 

Сравнивая выражения (5.6) и (5.4), приходим к выводу, что. 
переход от @ к р означает изменение пути интегрирования. В вы- 
ражении (5.4) интегрирование ведется по действительной оси о, а в: 
выражении (5.6) — по прямой, лежащей на плоскости р = с + № 
и проходящей параллельно мнимой оси іф на расстоянии с от 
последней (рис. 5.1). 

Величина постоянной с определяется характером подынтеграль- 
ной функции (р) = Е(р) К(р): путь интегрирования должен про- 
ходить правее особых точек (полюсов) этой функции. 
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Добавлением к прямой с — 10°, с + іоо дуги бесконечно. боль- 
шого радиуса можно образовать замкнутый контур интегрирова- 
ния. Для того чтобы добавление этой дуги не изменяло величины 
интеграла, нужно руководствоваться следующим правилом: при 
положительных значениях і контур должен быть расположен в 
левой полуплоскости переменного р, а при отрицательных #— 
в правой. 

Тогда в первом случае, т. е. при проведении дуги в левой по- 
луплоскости (рис. 5.2, а), контур интегрирования охватывает 


іш 


а) б) 


Рис. 5.2. 


все полюсы подынтегральной функции (лежащие левее прямой 
с — іоо, с-+ іоо) и в соответствии с теорией вычетов { интеграл 
{5.6) определяется как 


с со 
1 я 
и (0 = = | О (р) е? йр = 52 $ О (р) ег ар= 2: гез, (5.8) 


с—{00 АВСА 


где У, гез — сумма вычетов в полюсах подынтегральной функции. 
При проведении дуги в правой полуплоскости, т. е. при «0 
(рис. 5.2, 6), полюсы функции И(р)ер' оказываются вне контура 
интегрирования, и в соответствии с теоремой Коши интеграл по 
замкнутому контуру равен нулю. 
Таким образом, в зависимости от способа замыкания контура 
интегрирования, получим: 
при #0 (контур по рис. 5.2, а) 
с+іоо 
3 О(р)еар= 5 ф Ор)ет ар = Ў геѕ; (5.9 
7 98; = оті (р)е р =: гез; ( Ы) ) 
с—іоо АВСА 


1 В. И. Смирнов. Курс высшей математики, т. Ш, ч. 2, изд. 1958, 
стр. 85—87. : 
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при Ё< 0 (контур по рис. 5.2,6) 
с4+-іоо 


1 І х 
и (0) = 5 | О (р) ег ар = 5; С О (р) ег! ар = 0. (5.10) 
сс 


Напомним важное свойство контурных интегралов: величина 
интеграла не зависит от формы замкнутого контура,‘ по которому 
производится интегрирование, если только особые точки подын- 
тегральной функции остаются внутри контура. На основании этого 
свойства контур, образованный добавлением дуги АВС бесконеч- 
но большого радиуса РА (рис. 5.2. а) к прямой с — іоо, с + іоо, 
можно произвольно деформировать при соблюдении условия, что 
все полюсы, расположенные левее прямой с — іоо, с -| іоо, оста- 
ются внутри контура. 

Итак, вычисление интеграла (5.6) сводится к определению вы- 
четов в полюсах подынтегральной функции. 

Представим подынтегральную функцию выражения (5.6) в виде 


О (р) ер = 950. (5.11) 


Тогда вычет функции 95, имеющей в точке р, простой 


полюс (первой кратности), определяется формулой 


КР. 
гез: = в (5.12) 
| ар | =: 
Если функция о имеет в точке р. полюс кратности т (где 


т — целое положительное число), то 


ЗЛЕ О ла 2 
= (т — 1)1 арт с (0 р)" р (5.12') 

Методика применения контурных интегралов для представления 
различных функций, играющих большую роль в теории переход- 
ных процессов, будет в дальнейшем пояснена на примерах. 

Для составления выражения (5.6) не обязательно всегда начи- 
нать с интеграла Фурье. Если известно интегро-дифференциальное 
уравнение исследуемой системы, выражение для (р) может быть 
получено путем алгебраизации уравнения с помощью преобразо- 
вания Лапласа. 

Пусть, например, имеется уравнение 


6 
га +й+ |а = е(0). 
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Искомой функции 4 (#) соответствует пока неизвестное изобра- 
жение [(р). Для алгебраизации приведенного уравнения нужно 
найти изображения для производной и интеграла функции (4. 

41? 
Рассмотрим сначала производную 2904 Применяя формулу: 


(5.7) и интегрируя по частям, получаем 


|) т орар | етта, 


Учитывая, что е2 /,..=0 и е 2/,_о=1, можем написать 
о5 
(аі 1 
| (ае) етта = ртр) — КО, 
0 


где і (0) — значение функции #(#) при #=0.` 
Подобным же образом для 1:0) йі можно получить 


со 
| (20) а] е0 і = ИС, 
ие: 


где постоянная С соответствует значению интеграла к моменту 
1—0, т. е. 


[02 И, 4С. 
0 


Алгебраизация интегро-дифференциальных уравнений особен- 
но упрощается при «нулевых» начальных условиях, т. е. при рас- 
смотрении процессов, связанных с подключением в момент # = 0 
электродвижущих сил к «пустой» цепи (когда все токи через индук- 
тивности и напряжения на емкостях равны нулю). В этом случае 


| Е [е-я а= РГР), . (5.13) 
6 
со і 
{ [о е9 а = 0). (5.14) 
0 0 ў 


Очевидно, что производной й) к-го порядка соответствует 
изображение р/р). 

В результате применения преобразования (5.7) ко всем членам 
ИСХОДНОГО интегро-дифференциального уравнения последнее может 
быть приведено к виду · 


и 2 (р) І(р) = Е (р), 5.15) 
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где /(р) — изображение для искомой функции (4; 
Е(р) — изображение для внешней силы е(, действующей на 
рассматриваемую систему, а 
2(р) — функция от р, определяемая параметрами цепи (опе- 
раторное сопротивление). 
Таким образом, изображение искомой функции Д) определяет- 
ся в явной форме 


— ЕР). 
Г(р) = 7 (р) 
Для отыскания И) остается применить выражение типа (5.9). 
Практическое применение изложенного выше операторного ме- 
тода облегчается наличием подробных таблиц изображений для 
широкого класса функций. Эти таблицы приводятся в литературе 
по операционному исчислению. 


5.3. МЕТОД ИНТЕГРАЛА НАЛОЖЕНИЯ 


Вместо разложения сложного сигнала на гармонические со- 
ставляющие (спектральный метод) можно воспользоваться разбие- 
нием сигнала на достаточно короткие импульсы (рис. 5.3). 

Если в основе спектрального метода лежит передаточная функ- 
ция цепи К(іо), то метод наложения базируется на импульсной 
характеристике цепи &(1), под которой подразумевается 
отклик цепи на воздействие, имеющее вид единичного импульса. 

Нетрудно установить связь между 2( и К(іф). Эту задачу можно 
решить с помощью интеграла Фурье. Если на входе четырех- 
полюсника действует единичный импульс э. д. с., обладающий 
спектральной плотностью, равной единице для всех частот от нуля 
до бесконечности (см. $ 2.9), то спектральная плотность выходного 
напряжения равна просто К(іо). Следовательно, отклик на единич- 
ный импульс, т. е. импульсная характеристика цепи, легко опре- 
деляется с помощью обратного преобразования Фурье [см. форму- 
лу (2.39)], примененного к передаточной функции К(іф); 


+ со 
Швы (0) 60) = | К (10) с! до. (5.16) 


В дальнейшем импульсную характеристику будем обозначать 
через функцию &(Й, под которой можно подразумевать не только. 
напряжение, но и любую другую электрическую величину, явля- 
ющуюся откликом на воздействие в виде дельта-функции. 

Если коэффициент передачи задан в виде функции А\(р), то вы- 
ражение (5.16) может быть записано в форме обратного преобразова- 


ния Лапласа: 
с--ісо 


20 = | Кое (5.17) 


с—ісо 
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Итак, требуется найти сигнал 5,„„(Й на выходе цепи, если задан 
сигнал 5(#) на входе цепи и известна ее импульсная характери- 
стика &(#). 

Для уяснения сути метода интеграла наложения поступим сле- 
дующим образом. Разобьем произвольный сигнал $(х) на элемен- 
тарные импульсы, как это показано на рис. 5.3, и найдем отклик 
цепи в момент # на элементарный импульс (на рис. 5.3 заштрихо- 
ван), действующий на входе в момент х. Если бы площадь этого 
импульса равнялась единице, то импульс можно было бы рассмат- 
ривать как дельта-функцию, возникающую в момент х. При им: 
пульсной характеристике цепи 5(х) отклик в момент ѓ был бы оче- 


ЎСТ) 


л ЕЕ ; 
Рис. 5.3. : 


видно равен (7 —х). Поскольку, однако, заштрихованная на рис. 
5.3 площадь импульса равна $(х)Ах (а не единице), величина от- 
клика в момент #Ё равна ѕ(х)Ахо(і — х). 
Для определения полного значения выходного сигнала в момент 
# нужно просуммировать действие всех импульсов в промежутке 
от х = 0 до х = Ё При Ах - 0 суммирование сводится к интег- 
рированию. 
Следовательно, 
` і 
вы (0 = [3 20 — х) ах. (5.18) 
0 
В общем случае, если начало сигнала 5(х) не совпадает с нача- 
лом отсчета времени х, последнее выражение можно записывать 
в форме 
$ 
бвых (0) = | 500) (1 — х)йх. (5.19) 


— со 


Для реальных систем всегда выполняется условие ` 

2(Е—х)=0 при #< х, (5.20) 
т. е. при отрицательном аргументе функция 2(1-- х) должна обра- 
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щаться в нуль, так как отклик не может опережать воздействие. 
Можно поэтому выражение (5.19) заменить выражением. 
+ © 
вык (0) = [ з(да@—хах (5.21) 
— со 
(при этом имеется в виду, что для х >> Е подынтегральное выра- 
жение обращается в нуль). 

Приведем, наконец, еще одну форму записи, которая получается 

из выражения (5.18) при замене х на # — х: 
і 
Зных (0) = | 5 (Е —х) в (х) ах. (5.22) 
0 
Интеграл, стоящий в правой части выражения (5.21), в математике 
называется сверткой функций $5(1 и 5(0. Таким образом 
приходим к следующему важному положению: сигнал $,ых (1) на 
выходе линейной (пассивной) цепи является сверткой входного сиг- 
нала 8(1) с импульсной характеристикой цепи 8(1). 

Из выражения (5.21) видно, что сигнал 5,ых({) на выходе цепи 
в момент Ё получается суммированием мгновенных значений вход- 
ного сигнала 5$(х) за все предыдущее время с весом 8(1— х). 

В 55.2 при суммировании спектра входного сигнала весовой 
функцией являлась передаточная функция цепи К(іо). В данном 
случае, при суммировании мгновенных значений входного сигнала 
5(Р) весовой функцией является импульсная характеристика цепи, 
взятая с аргументом Е — х, т. е. функция &(Ё — х). 

Структура выражений (5.21) и (5.22) наводит на мысль, что 
5:00, 5(0) и &(№ связаны между собой корреляционным соотноше- 
нием типа (2.110). 

Действительно, если ввести функцию 2*(#) = (—), являющуюся 
зеркальным отображением 2({) относительно оси ординат (см. 
рис. 5.4), то 

СД 


(0) = 2* (— 2), (5.23) 
(== (к — 0), 
и выражение (5.21) можно записать в форме 
+оо 
вык (= | з) атк — 0) ах. (5.217) 


— 00 


Так как выбор обозначения для переменной интегрирования в слу- 
чае определенного интеграла может быть произвольным, то по су- 
ществу выражения (5.21') и (2.110) полностью совпадают. Следует 
только аргумент т в выражении (2.110) заменить на /, а переменную 
интегрирования # на х. Это означает, что сигнал %,.;(#) на выходе 
линейной цепи может быть определен как взаимная корреляцион- 
ная функция для входного сигнала ѕ(х) и функции в*(х), т. е. 
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зеркального ` отображения импульсной характеристики цепи. 
Этот важный результат будет использован при рассмотрении 
оптимальной фильтрации сигнала в гл. 8 части П. ` 
Иногда оказывается удобным пользоваться не импульсной ха- 
рактеристикой (№, а переходной функцией цепи (0, 
являющейся откликом на воздействие в виде единичного скачка. 
Так как единичный скачок является интегралом от’ единичного 


7 | - 14 
Рис, 5.4. 


СД 


импульса, то функции /(й) и (1) связаны между собой следующими 
соотношениями: 


і 
(= { ск) ах, 
0 


һ Я 
20= 20 = һ (0). 


(5.24) 


Подставляя в выражения (5.18)—(5.23) вместо 2() производную 
#’(1), можно получить аналогичные соотношения, выраженные 
через переходную функцию цепи /(2). 


5.4. ЛИНЕЙНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ КАК ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК 


Используемые в радиоэлектронике линейные цепи, как правило, 
работают в сочетании с активными элементами: электронными лам- 
пами, полупроводниковыми приборами, лампами бегущей: волны 
Ит. д. 

Назначением этих элементов обычно является усиление сиг- 
налов. Характеристики активных элементов в общем случае явля- 
ются нелинейными функциями напряжения или тока. Поэтому 
и системы с активными элементами, строго говоря, являются не- 
линейными системами. Однако при использовании относительно 
малого участка вольтамперной характеристики активного элемента 
последний условно можно рассматривать как линейный элемент. 

.‚ Так, например, в схеме электронного усилителя, изображенной на 
рис. 5.5, связь между входным и выходным сигналами определяется 
током электронной лампы #й, представляющим собой нелинейную 
функцию управляющего напряжения е,„›. Вид этой зависимости 
показан на рис. 5.6. Под еу, подразумевается сумма входного на- 
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пряжения, подаваемого на управляющую сетку лампы, и «приве- 
денных» к этой сетке напряжений всех остальных электродов лампы. 

Обычно исходят из выражения 

упр = ё; + Ред, (5.25) 
где. р — проницаемость; 
е, — напряжение анод-катод. 

В отсутствие входного сигнала, когда напряжения всех электро- 
дов постоянны, рабочая точка на характеристике &(еуир) опреде- 
ляется исходным значением управ- 
ляющего напряжения 6оупр (рис.5.6) 
и ток равен #,(е‹упр). Под действием 
входного напряжения е, и соответ- 


Рис. 5.5. Рис. 5.6. 


ствующего ему управляющего напряжения Де,„ (рис. 5.6) анод- 
ный ток получает приращение и становится равным {.(е, упр Деу). 
Применяя ряд Тейлора, можем записать: 


7 : 41а 
іа (20 упр Е Дёупр) = Ёа (ёоупр) 4- ( 22 ) Аеупр + 


Упр/ 20 упр 


1/42: 2 ума з 
+ (аз Е) Аёупр + 3 (2) Деупр + ... 
ёд упр 0 упр 


упр упр 


Р 2 9 
... =, + а Деупр + В Деупр - ү Аёупр + ... (5.26) 
В этом выражении &, представляет собой анодный ток в от- 
сутствие сигнала («ток покоя»), коэффициент а = $ — крутизну 
‘характеристики іл (еупр) В ТОЧКе ёупр == ёоупр, Коэффициент В — пер- 


вую производную крутизны С коэффициентом 9), коэффициент 


ү — вторую производную крутизны (с коэффициентом ИТ. Д. 


1 
81 

Относительное значение отдельных членов разложения (5.26) 
определяется положением рабочей точки на характеристике лампь 
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` 


и величиной переменной части ‚управляющего напряжения еа 
т. е. в конечном итоге величиной сигнала е,, подводимого к управ- 
ляющей сетке. 
Если еғ, а следовательно, и Деупр, настолько мало, что изме- 
нения анодного тока укладываются на линейном участке харак- 


@ Е 1 [| Ивых 


Е 


теристики іл (ёупр), то в разложении (5.26) могут быть опущены 
все члены со степенями Дер выше первой. В этом случае 


Е ѓа, -- Ар = аа + 5 Аеупр- (5.27) 


При использовании пентодов, когда можно считать 


Рис. 5.8. 


Аеупр == ёг, 
получаем 
іа 22 іа, - Зи. 
Подобный режим усиления называется линейным усиле- 
нием. При линейном усилении изменения анодного тока в точ- 


ности воспроизводят изменения сеточного напряжения. В част- 
ности, при усилении гармонического напряжения 


е е = Е є СО5 0; 
анодный ток 


їа = іа, - 5Е, с0з ОР, 


т. е. анодный ток, а следовательно, и напряжение на нагрузочном 
сопротивлении в анодной цепи лампы не содержат новых по срав- 
нению с е. частот. 

Совершенно аналогичное рассуждение можно провести для по- 
лупроводникового или любого другого усилителя; различие будет 
только в вольтамперной характеристике активного элемента. 

Считая условие линейности выполненным, мы можем привести 
схему, показанную на рис. 5.5, к одной из двух эквивалентных схем: 
с генератором э. д. с. (рис. 5.7) или.с генератором тока (рис. 5.8). 

В первом случае входной сигнал е, умножается на коэффициент 
усиления лампы р и вводится в анодную цепь лампы последователь- 
но с внутренним сопротивлением А, и нагрузочным сопротивлением. 
Во втором случае сигнал е, умножается на крутизну характеристи- 
ки 5 и подключается в виде генератора тока параллельно сопротив- 
лениям А; и 1. 
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Схема с генератором э. д. с. удобна, когда Р, и 2 соизмеримы, 
а схема с генератором тока, — когда Ю, №7. 

Приведение схемы линейного электронного усилителя к эквива- 
лентным схемам типа рис. 5.7 и 5.8 позволяет приложить к ним все 
основные положения теории линейных пгссивных цепей. Можно, 
в частности, заменить схему рис. 5.7 эквивалентным четырехполюс- 
ником, на входе которого действует э. д. с. с комплексной амплиту- 
дой Е, а на выходе („„‚= К(іӘ)Е, (рис. 5.9), где К(@) — комплекс-' 
НЫЙ коэффициент усиления схемы. При обозначениях рие. 5.7 


а Замьа 2 (19) в 2) _ 52010) 
К) = Е 20) №200 =. 200) (5.28) 
рур 7 
Здесь использовано соотношение =. 


РЯ 

Необходимо лишь учитывать следующие особенности, обуслов- 
ленные наличием активных элементов (с соответствующими источ- 
никами питания): | 

1. Независимыми источниками энергии являются источники 
сигнала (в данном случае е2). Эквивалентный же генератор э. д. с. 
ре, или эквивалентный генера- 
тор тока 5е, являются зависи- 
МЫМИ источниками, Э.Д.С. ИЛИ ро к) ИвьстКИЯ) Е 
ток которых являются линей- “$ 
ными функциями входного сиг-. 
ВЕ Рис. 5.9. 

2. В цепях с активными эле- 
ментами типа электронных ламп, 
полупроводниковых приборов и т. д. принцип взаимности не соблю- 
дается. Это объясняется вентильным свойством активных элементов, 
благодаря которому возбуждение усилителя со стороны выхода поч- 
ти не оказывает влияния на его вход. 

В усилителях на пентодах и иных многоэлектродных лампах 
с полной экранировкой влиянием выходных напряжений на ве- 
личину анодного тока обычно можно полностью пренебрегать. При 
этом выражение (5.28) упрощается: 


К(10) = 82 (19). (5.28') 


В схемах с триодами приходится учитывать «обратную реакцию» 
анодной цепи на входную цепь усилителя. Из курсов «Электронные: 
приборы» и «Усилительные устройства» известно, что эта реакция, 
снижающая усиление схемы, не нарушает, однако, линейности 
устройства. 

Наконец, при работе без сеточных токов (в области отрицатель- 
ных сеточных потенциалов) изменение нагрузочного сопротивления: 
усилителя почти не оказывает влияния на его входное сопротивле- 
ние. 
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Несколько иначе обстоит дело в полупроводниковых усилителях. 
Физика явлений в полупроводниках приводит к необходимости 
учета существенного перераспределения тока эмиттера между 
цепью базы и цепью коллектора в зависимости от потенциалов 
базы и коллектора. При изменении нагрузочного сопротивления 
или внутреннего сопротивления источника сигнала изменяются 
напряжения и все эквивалентные параметры схемы. Это заставл яет 
‘трактовать полупроводниковый триод как четырехполюсник, в ко- 
тором имеется обратная связь, в результате чего все входные и вы- 
ходные параметры четырехполюсника оказываются взаимосвязан- 
ными. Это обстоятельство не нарушает, однако, линейности устрой- 
ства. 

Итак, введение в линейные системы активных элементов — элект- 
ронных ламп, транзисторев, ламп с бегущей волной, усилительных 
клистронов и т. д. — не препятствует линейной трактовке этих 
систем при достаточно малой величине входного сигнала. 

Последующее рассмотрение линейных систем с активными эле- 
‘ментами ($ 5.5—5.9) основано на этой предпосылке. 

Изучаемые в указанных параграфах искажения сигналов, 
обусловленные несовершенством амплитудно-частотных и фазо- 
частотных характеристик, могут быть названы линейными 
искажениями. „Эти искажения приводят к изменению формы 
выходного сигнала, однако не сопровождаются возникновением но- 
вых частот. 

Оценка нелинейных искажений, создаваемых нелинейными 
членами вольтамперных характеристик активных элементов, будет 
дана в последнем параграфе настоящей главы. 


5.5. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ И ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
АПЕРИОДИЧЕСКОГО УСИЛИТЕЛЯ 


Для простоты рассмотрим указанные в заголовке понятия на . 
примере обычного лампового усилителя. 

Принципиальная схема электронного апериодического усилителя 
на сопротивлениях изображена на Тис. 5.10, а; эквивалентная ей 
схема с генератором тока показана на рис. 5.10, 6. От схемы, пока- 
занной на рис. 5.5, эти схемы отличаются дополнительной цепочкой 
С„, В, (назначение которой заключается в разделении цепей по 
постоянному току), а также учетом паразитной емкости С,, вклю- 
чающей в себя междуэлектродную емкость лампы, а также емкость 
внешней схемы, шунтирующей нагрузочное сопротивление РЮ„. 

Сопротивление К, как правило, является высокоомным сопро- 
тивлением, очень большим по сравнению с ћ,. 

На эквивалентной схеме рис. 5.10, 6 потенциал точки к (катод) 
принят равным нулю, а точки а (анод) равным — С,. Знак минус 
взят с учетом выбранного на рисунке направления тока источника 
{от анода к катоду). Во внешней цепи этот ток, разветвляясь через 


1 
элементы 0, = Гл С, ит. д., направлен от катода к аноду. 
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Для определения коэффи- 
циента усиления в виде отно- 
шения комплексных амплитуд 


К (12) = -- 


воспользуемся методом узловых 
напряжений. Для узла а мож- 
но составить следующее урав- 
нение: 

(— Оа) (б; т а, + і0С,) +. 
-+[(— Оа) — О] С, = —8Е,; 
для узла 6: 

О ба РШ —(— О) С, =0. 

Совместное решение этих 


уравнений дает для #/ы; сле- 
дующее выражение: 


О.х Басар 


Учитывая, что емкость С, РУ конденсатора обычно 
во много раз больше, чем ёмкость Съ, можно считать 


Сос: | 
Е. . 


Поэтому для комплексного коэффициента усиления, т. е. для: 
искомой передаточной функции, получаем 


$ 


коа) ев ИА 
(0; + 6. + 00 (0 С; (6; ба) — 9С | 
Модуль коэффициента усиления 
К (9) = == аз = 2-2 ль 1 (5.29 
Е, 2 


С 
И 0.6. а, + |5 (6: + ба) — ос. 
& 


Это выражение может рассматриваться как уравнение ампли- 
тудно-частотной характеристики усилителя. 

С помощью выражения (5.29’) нетрудно выявить влияние ем- 
костей С, и С, на форму частотной характеристики усилителя. 
Рассмотрим три участка диапазона: нижние, средние и верхние ча-- 
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«тоты. На очень низких частотах основное значение в знаменателе 
имеет слагаемое 


бк 
ие (©, +6. 


Отбрасывая все остальные слагаемые, получаем для К(®) при 
‚очень малых частотах следующее приближенное выражение: 


0с, 
(476067 
Учитывая, что при использовании пентодов 


К (©) = 


1 
а; — Р, < С. ра 
получаем 
К 
К(9) = 58,1. 
96 = 
В этом т Рае множитель $, определяет отношение на- 


пряжений, а второй множитель характеризует деление напря- 


Е. а, 
жений в цепочке С, К: 
На средних частотах можно выделить участок диапазона, на 


а, 
жотором слагаемое Е: + С.) очень мало по сравнению со сла- 


гаемым (6; + Са + бе): а ОС, еще очень мало (из-за малости Су). 
„На этом участке коэффициент усиления достигает максимального 
‘значения, равного 

$ 
а, + ба Ор 


Если проводимости 0; и -4 малы по сравнению с С,, то 
модуль Е 


К (Я) => = 5А, (5.30) 


а с учетом направления токов и напряжений 
К(о)=—5Ю... (5.30) 


На верхних частотах коэффициент усиления падает из-за шун- 
тирующего действия емкости С,. 

Таким образом, амплитудно-частотная характеристика усилите- 
ля на сопротивлениях имеет вид, показанный на рис. 5.11. 

При выборе величины нагрузочного сопротивления Ю.„, а так- 
же элементов разделительной цепочки С,, А, необходимо исходить 
‘из условия обеспечения достаточной равномерности амплитудно- 
частотной характеристики в области наиболее важных частот. 
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Если задана верхняя граница области ] (рис. 5.11), то постоянная 
времени цепи С,, К, может быть найдена из условия 
. А 
ока 
9, с; < Е 
или 


АС 5. 


В области высших частот спадание амплитудно-частотной ха- 
рактеристики начинается тогда, когда проводимость емкости С, 


к(@) % 
б П П 
| | 
| | 
] | 
Г 1 
} { 
і Я | 
РТИ ПИРЗИЕНРНЕЕЦЕУРА ХаР ЗрЕЗ 
0 о, о, о 
; Рис. 5.11. 


становится соизмеримой с проводимостью нагрузки С, = ‚ По- 
этому условие равномерности амплитудно-частотной характеристи- 
ки вблизи границы области ПШ (рис. 5.11) можно представить в виде 


1 
9С, «р. 


Следовательно, если задана частота © и известно значение С, 
{по данным лампы и монтажа схемы), то можно найти наибольшее 
приемлемое значение А.. 

Обратимся к рассмотрению импульсной характеристики аперио- 
дического усилителя на сопротивлениях. Для этого допустим, что 
к сетке лампы в момент # = 0 прикладывается единичный импульс 
э. д. с. (дельта-функция). Это равносильно допущению, что эквива- 
лентный генератор тока в схеме рис. 5.10, б дает в момент # = 0 
импульс тока 5$(2). Найдем сначала создаваемое этим импульсом 
напряжение на нагрузочном сопротивлении №, в предположении, 
что цепь С, А, отсутствует и выходное напряжение снимается не- 
посредственно с сопротивления А. Эквивалентная схема принимает 
при этом вид, показанный на рис. 5.12. А 
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В этом простейшем случае задача легко решается: в момент # =0 
импульс тока 8(/) сообщает емкости С, заряд 


0=5{ 50% = 
0 


[см. $ 2.9], в результате чего напряжение на емкости скачком 
$ 

изменяется от нуля до и, (0) = 2-, после чего начинается экспо- 
0 

ненциальный разряд по закону 


и.) =и,(0)е в = Зе 50, (5.31) 


ба = а 
ивы (= иа (09 


к 
Рис, 5.12. 


Здесь обозначено 
В УВ 1 Ра Р; 


70; 0а Ка РР" - 
Выходное напряжение, отсчитываемое относительно катода лампы, 
равно р 


(0) = 0,0) = е №. (5.32) 


Дополним теперь схему разделительной цепочкой С,, К,, т. е. 
вернемся к схеме рис. 5.10, б. Начальные условия остаются преж- 
ними, так как посылаемый генератором тока импульс 98 (2) пол- 

5 
ностью замыкается через емкость С,. Таким образом, и, (0) = 
о 
А5 Е а 
И ах (0) = ч (в начальный момент напряжение на СА равно 
0 


нулю и напряжение выхода совпадает с потенциалом точки а, 
отсчитываем относительно точки #). 

Для определения дальнейшего хода функции и,,,„(#) требуется 
найти решение дифференциального уравнения рассматриваемой 
системы или же воспользоваться соотношением (5.17). Хотя для 
весьма простой схемы рис. 5.10, б оба эти способа одинаково не- 
сложны, воспользуемся в интересах ‘единообразия вторым спосо- 
бом. 
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Заменяя в выражении (5.29) {© на р и подставляя К(р) в соот- 
ношение (5.17), получим: 


с |-ісо 7 


= — — м. НЕ Мо. Аы 24, рі 2А 
се | (0: + ба + (,) 6" | кА. 
БАА а е) + СВ ор 
с--ісо 
рер! йр 
51 | 9.06.0095) 
400: ба + бр р-+ бор 


ссе 
Находим полюсы подынтегральной функции: 


7 Маяй С; (С: ба С:)* _ Ск (би + а) 
ріг = 2С, |І 4С5 Сеен 


Обычно выполняются неравенства: 


С; < С, С. < и, И С, «С,. 
Можно поэтому считать, что 


а, (С; + Са) (6,+ Са КЕ а,)? 
с Се Со ` 4С2 


При этом с достаточной для практики точностью 


Ве СЕ ба ЕО о ФЕ Са бе (би + во) АС2 ж 
Раё? 2С, 2С, —_ 2Св Сь (би + б. + 6,)? 


6:4 ба б& _ бе (01 + бо) 40 


Се (Си - Са) 8, 1 


с 0.00) бк Севр" 
9+0. +08 _ би ба-+ бе бе (1 ба) 465 | _ 
На Сз 2С, 262.000, ЕО 
ДЕЕ ен аге 
5 Со Сне. 


Здесь обозначено 
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Применяя ‘формулу (5.12), находим вычеты 


Ё 


р С.Е 


Е. = 062.4 — 
* [2] бе Пао) > 
(9, +624 6,) +2С (е) 
Е: р= р. | т ИЕ ТЕ 
те 
ЛЄ к СЕЎ РИБА... паса ж 
< Се Ка (0, - ба + б) СВЕ Я 
Ё 
ен 


Рз і 1 
е е 
Е Еа ФЕ ВЕЗЕ 


а0 (р) Со В Я 1 
| ар | [0+0 +45) +26, |-— 5; 9) 


1 
== — 1 Е Со 5 == Тв С58, 
Ск 2 0 
125 В 
Итак, окончательно, 
З |5 { 
РЕВ ер 
4 е Е “Е е о “ә 
2 (1) = — 8 [геѕ, + гез»| = а — 8 ал В: — = | = 
ьон ет 
е с-к С.В 
= = гт е "оз. 
5А | ори -- в | (5.33) 


Учитывая, что 52, = К, — максимальное значение коэффици- 
ента усиления [см. формулу (5.30)], и обозначая через т, = С, А,, 
т, =СоК.=С, Ка соответствующие постоянные времени, получаем 


і [3 
гб “129. (5.34) 


Так как т, « т,, то из этого выражения следует, что при малых 
временах, т. е. при # < т,, основное значение имеет первый член 
в квадратных скобках. Когда # становится соизмеримым или пре- 
вышает т,, ход функции 8(1) определяется в основном вторым 
членом. 

Импульсные характеристики 0 (#) для двух значений пара- 


метра 6 =:2 изображены на рис. 5.13. 


& 
Обратимся теперь к рассмотрению примера апериодического 
усилителя на транзисторах. 


766 


- Простейший каскад такого усилителя по схеме с заземленным: 
эмиттером изображен на рис. 5.14, а. 

Заметим, что эквивалентная схема усилительного каскада на: 
полупроводниковых приборах в общем случае гораздо сложнее, 


Л 


Я 9( Иа) 


Ко 


а= кра 07“ 94, = 


---- = баку =Ю Чек; 94;=0° 


Рис. 5.13. 


чем аналогичная ламповая схема. Это объясняется тем, что вход- 
ное сопротивление транзисторного каскада — величина существен- 
но нелинейная и зависящая от величины напряжения на коллекто- 
ре. Кроме того, параметры самого транзистора зависят от частоты, 
и вблизи некоторой граничной частоты эквивалентная схема тран- 


6:=1/6; гу 6,2, 66= Я 


д) 


Рис. 5.14. 


зистора весьма усложняется, так как приходится учитывать ряд 
дополнительных реактивностей. 

Однако, если ограничить рассмотрение работы усилителя слу- 
чаем достаточного низких, по сравнению с граничной, частот и 
весьма слабых входных сигналов, эквивалентная схема усилитель- 
ного каскада на транзисторе намного упрощается и принимает вид, 
показанный на рис. 5.14, 6. Здесь не учитывается влияние коллек- 
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торного напряжения на входное сопротивление транзистора, а па- 
раметры последнего считаются чисто активными. Сопротивление 
смещения №. не показано. Й 

Нужно отметить следующие отличия схемы рис. 5.14, б от 
схемы рис. 5.10, б (несмотря на внешнюю аналогию): 

1. Транзистор управляется током и поэтому имеет малое вход- 
ное сопротивление. 

2. Сопротивление, подключенное к выходу (Р), в транзистор: 
ном каскаде гораздо меньше, чем №, в ламповом каскаде и соизме-` 
римо с сопротивлением нагрузки Ах. 

З. Полярность источника питания Ё, (для транзисторов типа 
р-п-р, наиболее распространенных на практике) противопо- 
ложна полярности источника анодного напряжения Ё, в лам- 
повом каскаде. Следствием этого является то, что полярности 
напряжений на сопротивлениях Р, и Юз, а также №; и Аһ (см. 
рис. 5.10 и 5.14) не совпадают. 

После всех этих замечаний определение передаточной функции 
К(і0) и импульсной характеристики (1) может быть выполнено по 
формулам, аналогичным (5.29) и (5.34). Необходимо только отка- 
заться от упрощений, основанных на малости проводимости б,. 


5.6. ПЕРЕДАЧА ДИСКРЕТНЫХ СООБЩЕНИЙ ЧЕРЕЗ АПЕРИОДИЧЕСКИЕ 
СИСТЕМЫ 


Дискретные сообщения обычно представляют собой последова- 
тельности импульсов. При передаче через инерционные цепи форма 
импульсов претерпевает изменения, которые приводят к частичной 
или полной потере передаваемой информации. В связи с этим анализ 
искажения формы импульсов в радиотехнических цепях является 
одной из наиболее типичных задач, с которыми сталкивается радио- 
инженер и исследователь в своей практической деятельности. 

Из всего многообразия возможных форм импульсов наибольший 
интерес для анализа представляет прямоугольный импульс. Это 
связано с простотой его формирования, а также с широким приме- 
нением его в системах с двоичным кодом и во многих других радио- 
технических устройствах. При работе с прямоугольными импуль- 
сами основное внимание обычно уделяется вопросу о передаче 
фронтов импульса. Этот вопрос особенно важен, когда передавае- 
мая или извлекаемая информация содержится в положении перед- 
него (или заднего) фронта импульса на оси времени (например, 
в некоторых радиолокационных системах). 

Рассмотрим прохождение сигнала, представляющего собой пря- 
моугольный импульс, через линейную систему с заданной импульс- 
ной характеристикой 2() или с заданной передаточной функцией 
Ко). 

Воспользуемся методом интеграла наложения, изложенным 
в 65.3. В данном случае удобно применить выражение (5.22). 
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Входящая в это выражение функция 5(/ — х) определяется из 
условия (рис. 5.15, а 


5()= А при 0<#<Т, 
=0 при < 0и Ё>Т 


и соответственно 
$(Е — х) = А при О<Е—х<Т 


или, что то же самое, при 1—7 < х < #. 

Функция 5(Ё — х) изображена на рис. 5.15, 6. 

Второй множитель подынтегральной функции [функция &(х)] 
отличен от нуля только при х > 0 (рис. 5.15. в). 

Произведение 5(/ — х).о(х) отлично от нуля только в промежут- 
ке, в котором $(Ё — х) и 2(х) перекрываются, т. е. при 0 < х < Ё 
Перекрывающиеся участки функций $(# — х) и 20) на рис. 5.15, 6 
и в заштрихованы. 

Следовательно, для моментов &, расположенных на оси времени 
внутри промежутка 0, Т, выражение (5.22) принимает следующий 
ВИД: 


+ 
(0 = Ааа» 0<1<Т. (5.35) 
0 Ы 


Для моментов времени {, расположенных на оси времени пра- 
вее точки Г, нижний предел интегрирования должен быть заменен 
на і — Т (рис. 5.16, аи 6): 


МН т 
вы, (А | 804% ЕРТ, (6.36) 


#-Т 


Из выражений (5. 35) и (5.36) видно, что в случае прямоугель- 
ного импульса выходной сигнал определяется интегрированием им- 
пульсной характеристики системы &(2. 

Но интеграл от функции &(1) равен переходной функции СӨ! 
[см. выражение (5.24)]. Поэтому выражения (5.35) —(5.36) могут 
быть записаны в форме 


. # 3 
(0 = А (0) 4х = АН(0) при 0147 (5.357) 
0 
[4 [4 Т 
(0) А | (0) = А | 8 фах—А | е0) х= 
ЁТ 0 0 


= А[А (0) —#(Ё—Т)] при Ё> ТГ. (5.36). 


Этот результат вытекает также непосредственно из рис. 5.15, а: 
передний фронт прямоугольного импульса можно рассматривать 
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как включение в момент і = 0 постоянной э. д. с. А, а задний 
фронт — как включение в момент # =Т э. д. с. — А. Первое вклю- 
чение дает на выходе напряжение 4й(1), а второе — АА(і — Т). 
Приведенный выше анализ, основанный на импульсной характери- 
стике 6(/), имеет, однако, некоторое преимущество при непрямо- 
угольной форме входного сигнала. 


а) 


б) 


0 е 55 


Рис. 5.15. Рис. 5.46. 


Если импульсная характеристика определяется выражением 
‹ вида (5.34) (апериодический усилитель по схеме рис. 5.10, 6), то 
выражения (5.35) и (5.36) дают следующие значения выходного 
сигнала: 


$ Е 
я аА" ЕЕ ч) ет, 


А Е —е аи + е 


Обычно постоянная времени т, велика по сравнению с т,. Поэ- 
тому при исследовании искажения фронтов импульсов на протя- 
жении отрезков времени, соизмеримых с постоянной времени 
т, = В,С, (рис. 5.12), можно считать 
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Если, кроме того, длительность импульса Т мала по сравнению 
с постоянной времени т;, то выражения (5.37) переходят в следую- 
щие: , 


1 
(0 = У: — е ) ОС Т (5.38) 


ту т 
РЕ ЕЛ ч). ар А. 


Графики импульсов на выходе усилителя при нескольких значе- 
ТА 

ниях параметра = приведены на рис. 5.17. 
а 


Ук Т, =27 


0 Иа та 


Особо следует отметить кривую, соответствующую параметру 
= = 2л, которая достигает величины, близкой к амплитуде им- 
пульса, лишь в момент { = Т . При меньших значениях параметра 
= происходит снижение амплитуды выходного импульса. 


Заметим, что амплитудно-частотная характеристика рассмат- 
риваемой цепи, отличающейся от схемы рис. 5.10, б тем, что не учи- 
тывается цепочка С.К, а также К, определяется выражением 


Ко Ко 


Д УТУ Е. 6 УЕ’ 


где К, — максимальная Эрдана частотной характеристики [см. 


формулу (5.29°)]. 
Полоса пропускания этой цепи, определяемая по ослаблению 


у? равна 
И = 
"а 
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ў 8 Т А 
Следовательно, параметру = = 2л соответствует постоянная 
а 


Т 
времени т, = 5 


к полосе пропускания в герцах, получаем 


А =, (5.39) 


2 
или полоса пропускания А0 = т. Переходя 


у 
где Т — длительность импульса. 

Соотношением (5.39) широко пользуются в практике. Из него 
следует, что если можно удовлетвориться требованием, чтобы за 
время Т амплитуда импульса только лишь достигала своего «устано- 
вившегося» значения, то полоса пропускания цепи должна равнять- 
ся величине, обратной длительности импульса Т. Форма выход- 
ного импульса при этом далека от прямоугольной. 

В тех случаях, когда требуется удовлетворительное воспроиз- 
ведение формы импульса, постоянная времени т, (и соответственно 
полоса пропускания А® = =) должна сопоставляться с временем, 

а! 
отводимым на длительность фронтов выходного импульса. Если 


Т, 
это время обозначить через т,, то параметр :Ф должен быть не 


меньше, чем 2л, а полоса пропускания Аў > =. 


Этот результат имеет важное значение для правильного выбора 
параметров системы передачи дискретных сообщений, так как он 
указывает на минимальное время, необходимое для перехода от 
одного дискретного уровня к другому. 

В практике часто применяются многозвенные фильтры или мно- 
гокаскадные усилители, составленные из разделенных (активными 
элементами) ступеней, аналогичных рассмотренной выше. 

Передаточная функция подобной системы описывается следу- 
ющим выражением: 


ИЯ К п = К 1 п 
Кю) | - [< Е тт" , 


где т; — постоянная времени одного звена, а 
п — число звеньев. 
Воспользуемся соотношением 
п 1 п ( 2 
РЫЗ 2\2 5 111+ 92% 
2 е!п(1+9* 1 > 63 1 


(1+ 9°т? 
Обозначив 9? т? == х, представим 1л(1 ++ х) в виде степен- 


ного ряда 


11 (1 тие... при |х|<1. 


2 


212 


Отметим, что условие |х| < 1 заведомо выполняется, так как 
с увеличением числа звеньев п и при сохранении неизменной и за- 
данной полосы пропускания всего устройства в целом, постоянная 
времени одного звена должна быть тем меньше, чем больше число 
звеньев. 

Следовательно, если при одном звене нас интересует поведение 
передаточной функции в пределах полосы пропускания (т. е. при 
Оті < 1), то при п» 1 величина От <1. 

Таким образом, полагая, что х «1, мы можем ограничиться 
лишь первым членом разложения: 


т (1-х х = Әт, 
При этом 


(1 сч 2) ад ау 


и передаточная функция 


92 тт 


К, (©) = Клеман е- 2" Ч — К.е- ея". (5.40) 


Здесь использовано приближенное равенство 
агсіє От; 22 Оту 
и обозначено 
А р ы М З п 
Ф (9) = пОт;; а= 57; К = Ко. 


Из выражения (5.40) видно, что при п У 1 модуль передаточ- 
ной функции близок к гауссову импульсу, а фазовая характеристи- 
ка линейна. 

Если задана полоса пропускания (определяемая на уровне 


р: 1 
— а го 
е 20 =е ?, где О, — полоса), то постоянная времени одного 


звена т должна отвечать условию 


~ 


откуда 


При этом фазовая характеристика 


0(9) ~ пот = п.с 9 = Уп.2. 


> 


Выражение (5.40) определяет также и спектральную плотность 
импульсной характеристики цепи 2(0. В 652.7 было показано, 
что «гауссову» спектру соответствует и гауссов импульс; таким 
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‘образом, импульсная характеристика цепи с передаточной функ- 

цией по выражению (5.40) имеет вид 
К км 02—10)? 

р = ———е 4а & 5.41 

80 = у (5.41) 

При скачкообразном изменении уровня входного сигнала в мо- 

мент # = 0 на величину Аѕ, изменение выходного сигнала будет 

происходить по закону 


» 


Ў 
Абвых (0) = Ав | 20) ак при г>0 (5.49) 
0 


[см. выражение (5.35)]. 
Подставляя в выражение (5.42) 0(х) по уравнению (5.41), по- 
лучаем 


1 х0. 


Азных (0) = е ах = 


0 


р вә 


х 


где Ф(х) = 
У= 
Это выражение может быть использовано‘ для оценки времени, 
необходимого для перехода с одного дискретного уровня сигнала 
на другой, в системах, составленных из большого числа однотип- 
ных звеньев (разделенных активными элементами). 
С помощью выражений (5.21) —(5.22) нетрудно проанализиро- 
вать прохождение импульсов любой формы через любую линейную 
систему с заданной импульсной характеристикой. 


[е ау — интеграл вероятности. ‚ 


5.7. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИГНАЛОВ 


В радиоэлектронике часто встречается необходимость в преоб- 
разовании сигнала, имеющем характер дифференцирования или 
интегрирования. 

На вход линейного устройства, осуществляющего дифференци- 
рование, подается сигнал 5(1), а с выхода должен сниматься сигнал 
вида 


48(1 
Ѕвых (#) = Т0 20. 


В интегрирующем устройстве связь между выходным сигналом 
$вых ({) и входным 58(#) должна иметь вид 


а (1) = = 020 а. 
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В этих выражениях т, — постоянная величина, имеющая раз- 
мерность времени. 

Дифференцирование и интегрирование являются линейными 
математическими операциями. Следовательно, для дифференциаль- 
ного или интегрального преобразования сигнала должны быть 
применены линейные цепи и элементы, обладающие требуемыми 
соотношениями между входными и выход-, р 
индуктивность в сочетании с омическим со- 
противлением при надлежащем съеме. Вы- 

Подразумевая под входным сигналом $(#) электродвижущую силу, 
составим уравнение для тока в цепи Кд: 


ными величинами. 
Этим требованиям отвечают, в принципе, | і 
такие элементы, как обычная емкость или 
501) ; К 
б Е) 
ходного сигнала. . 
Рассмотрим сначала схему, изображен- ° Рис. 5.18, 
ную на рис. 5.18. 


Кі) + с \ 100) 42 = (0). (5.44) 


м 


Умножим это уравнение на С и обозначим через т, = ВС по- 
стоянную времени цепи. Тогда получим уравнение 


пой + [204 = С5 (0. ыар) 


Характер функциональной связи между током {(#) и входным сиг- 
налом 5$(#) зависит от величины постоянной времени т,. 

Рассмотрим два крайних случая: очень малого и очень большого 
то: Уточнение этих определений будет дано несколько позднее. 
° В первом случае, т. е. при очень малом т,, первым слагаемым 
`в левой части уравнения (5.44) можно пренебречь. Продифференци- 
ровав оставшееся после отбрасывания этого слагаемого уравнение 
по +, получим 

4$ (0) 


Отсюда видно, что напряжение на омическом сопротивлении РЮ, 
совпадающее по форме с [#), пропорционально производной вход: 
ного сигнала: 


та 4$ 43 (Е 
ик = (0 = ВС?) ©. 


Таким образом приходим к схеме дифференцирующего четырех- 
полюсника, показанной на рис. 5.19, а, в которой выходной сигнал 
снимается с омического сопротивления К. 


= 2415 


Во втором случае, т. е. при очень больших значениях ту, можно 
отбросить второе слагаемое в левой части уравнения (5.44”). При 
этом ток 


Кд = = 500) = 5(0) 


совпадает по ОНЕ с входным сигналом, а напряжение на емкости . 
С, равное 


= с |194 с 5(0) 4, 
пропорционально интегралу от входного сигнала $(?). Отсюда следует, 


что для осуществления интегрирования цепочка Р, С должна быть 
использована в соответствии со схемой, показанной на рис. 5.19, 6. 


К 
45 500) с ѕвых(0)= Ио 


а) б) 


500) ги 


Рис. 5.19. 


Аналогичные результаты можно получить с помощью цепочки 
К, Г. Схема дифференцирующей цепочки №, Г показана на 
рис. 5.20, @, а интегрирующей — на рис. 5.20, 6. 


5вых (2) 507) 5рыг (} 


а) б) 
Рис. 5.20. 


ГА 
В первом случае постоянная времени т, = Р должна быть до- 


статочно мала, а во втором — достаточно велика. Принцип диффе- 
ренцирования в первой схеме (рис. 5.20, а) можно представлять 
себе следующим образом. При достаточно большой величине со- 
противления АЮ ток через №, / почти не зависит от величины Ё 
и совпадает по форме с входным сигналом $(#). Выходной же сигнал 
$вых(2), снимаемый с Ее [, равен: 


В схеме, показанной на рис. 5.20, 6, наоборот, ток в основном 
определяется индуктивностью / и равен 


а 1 
Кот | 0 а 
выходной же сигнал, снимаемый с сопротивления Р, равен 
| 1 
вых (0) = АЕ (0) а | 5 (0) 4. 


Уточним теперь использованные выше понятия «малое» и 
«большое» то. Это проще всего сделать на основе спектрального 
рассмотрения. Если входной сигнал 5=(/) обладает спектральной 
плотностью 5 (9), то при точном дифференцировании выходной 

4$ (1 
сигнал 5вых (0) = т -—=,.“ 20) должен обладать спектральной плотно- 
стью 107,$(0), а я, точном интегрировании — плотностью 
1 А 
7058 (9) [см. выражения (5,13) и (5.14)]. 

0 

Это означает, что для точного дифференцирования требуется 
четырехполюсник с коэффициентом передачи 


К(10) =, (5.45) 
а аа точного интегрирования — : 
К(9) = в. (5.46) 


Показанные на рис. 5.19, а и б четырехполюсники обладают 
передаточными функциями соответственно Е 


р В - то 
К) = — т = КС трето Ева = тт (5.47) 


95 К+ ге 
И 
03 
. °С 1 1 1 1 
кре (1+ тост) (1+) 


Из сравнения выражений (5.45) и (5.47) видно, что для удовлет- 
`ворительного дифференцирования требуется, чтобы выполнялось 
условие: 


< (5.49) 
Это неравенство должно удовлетворяться для всех частот спектра 
входного сигнала, в том числе и для наивысшей. 


Из сравнения выражений (5.46) и (5.48) видно, что для удовлет- 
ворительного интегрирования требуется выполнение условия 


тое. (5.50) 
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Это неравенство должно удовлетворяться для всех частот спектра 
входного сигнала, в том числе и для самой низкой. 

Из неравенств (5.49) и (5.50) следует, что при заданной цепи 
дифференцирование осуществляется тем точнее, чем ниже частоты, 
на которых концентрируется энергия входного сигнала, а интегри- 
рование — чем выше эти частоты. 

Из этих неравенств вытекает также следующее принципиальное 
положение: чем точнее дифференцирование или интегрирование, 
тем меньше (по модулю) передаточная функция А() цепи, осу- 
ществляющей это преобразование сигнала. В пределе, при идеаль- 
ном преобразовании К (9) - 0: 

Рассмотренные выше модели дифференцирующих и интегриру- 
ющих цепей обычно являются элементами соответствующих элект- 
ронных устройств. Наибольшее распространение получили цепи 
Ю, С, удобно сочетающиеся с активными элементами. Особенно 
просто задача решается при дифференцировании сигналов. Рас- 
смотренная в $5.5 схема усилителя (рис. 5.10, а), в частности, 
может быть использована в качестве дифференцирующего устрой- 
ства; для этого достаточно выполнить условие, чтобы постоянная 
времени разделительной цепочки (т. е. произведение А,С,= т.) 
была мала по сравнению с длительностью сигнала, подлежащего 
дифференцированию. 

Найдем в заключение импульсные характеристики дифференци- 
рующей и интегрирующей цепей и приведем некоторые примеры 
прохождения импульсных сигналов через эти цепи. 

Проще всего определяется импульсная характеристика интег- 
рирующей цепи. 

Исходя из соотношения 


вых = == 5 (2) аі 


к 


05 


‚и подставляя вместо 5(1) дельта-функцию 6(#), получаем для ѕ,,„(#), 
т. е. для импульсной характеристики идеального интегрирующего 
устройства, следующее выражение: . 


2(0) = 9 04 = при 04 < оо, (5.51) 
0 


Единичный импульс и импульсная характеристика интегрирую- 
щего устройства изображены на рис. .5.2], а и б. 

Нахождение импульсной характеристики дифференцирующего 
устройства затрудняется необходимостью определения производной 
от дельта-функции . Это затруднение можно обойти, если короткий 
импульс, обращающийся в 6(1) при устремлении его длительности 
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тк нулю (см. $ 2.9), продифференцировать до перехода к пределу. 
На рис. 5.22, а показан НеднЫя импульс в виде треугольника 


с основанием 2т и высотой 2 Площадь импульса равна единице. 


Производная подобной функции изображена на рис. 5:29. 56. При 
т > 0 треугольный импульс 

обращается в дельта-функцию Е 

(7), а сдвоенный биполярный 
импульс (рис. 5.22, 6) — в 
производную дельта-функции, 


т. е. в 6'(2). 7 


ӧ(2) ] 
І 


0) 


Рис. 5.21. Рис. 5.22. 


Очевидно, что интеграл от 6’(1), равный площади нижней фи- 
гуры в пределах от нуля до Ё, дает 6(1), а интеграл от (А) дает еди- 
ничный скачок в момент 2 0. 

Итак, импульсная характеристика идеального дифференциатора, 
равная т;б’(/), имеет вид фигуры, показанной на рис. 5.22, б (ор- 
динаты этой фигуры должны быть умножены на ту), при т ~ 0. 

На рис. 5.23, а изображен трапецеидальный импульс на входе 
дифференцирующей схемы С, №, а на рис. 5.23, 6 — напряжение 
на ее выходе. Пунктирными линиями показан сигнал на выходе 
идеального дифференцирующего устройства. 

На рис. 5.24 аналогичные построения сделаны для входного сиг- 
нала, представляющего собой прямоугольный импульс (рис. 5.24, а). 

При точном дифференцировании выходной сигнал должен пред- 
ставлять собой два единичных импульса: (2) и —6(Е — Т). В дей- 
ствительности же получается два экспоненциальных импульса 
(на рис. 5.24, 6 заштрихованы). 

Приведенные на рис. 5.23 и 5.24 примеры показывают, что чем 
медленнее изменяется во времени входной сигнал, тем лучше про- 
исходит дифференцирование. 
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Пример работы интегрирующей цепочки Р, С, когда на вход 
подан прямоугольный импульс, показан на рис. 5.25, а и б. 


а) 


Рис. 5.23. С 4 


Чем больше постоянная времени цепи, тем ближе реальный вы- 
ходной сигнал (сплошная линия) к идеальному (пунктир). 

Существуют способы улучше- . 

ния работы дифференцирующего 

а и интегрирующего устройств, ос- 

нованные на применении электрон- 


50) 


а) 


Рис. 5.24. Рис. 5.25. 


и 


ных схем с обратной связью. Принцип действия подобных устройств 
вкратце будет рассмотрен в $ 8.2; подробное же их изучение ЯвлЯ- 
ется предметом специальных курсов. 
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5.8. КОРРЕЛЯЦИЯ СИГНАЛОВ НА ВХОДЕ И ВЫХОДЕ ЛИНЕЙНОГО ФИЛЬТРА 


При анализе различных способов обработки сигналов часто 
возникают следующие вопросы: а) как изменяется автокорреля- 
ционная функция сигнала при пропускании его через фильтр и 
6) какова взаимная корреляционная функция входного и выход- 
ного сигналов. Второй вопрос, естественно, тесно связан с первым. 

Пусть на входе ‘фильтра с заданными передаточной функцией 
К(іо) и импульсной характеристикой 2(1) действует импульсный 
сигнал 5,() со спектральной плотностью $1(®). 

Автокорреляционная функция этого сигнала в соответствии 
с выражениями (2.107) и (2.109) 


+оо +оо 
Фб) = [ 6008:(00—1)0= [ 8,0810 04. (5.52) 


Через 51 (т — /) обозначена функция, зеркальная относительно 
функции $1 ({ — т) [см. выражение (5.23)]. 
Второй интеграл в выражении (5.52) является сверткой функ- 


ций 5, (1) и $1 (0). 
Если исходить из заданной функции $; (Ф), то фа (т) можно 
определять с помощью выражения (2.131): 


+оо 
Фи (т) = = | 52 (о) соѕ от йо = 
—00о 


+оо 
== | 5: (@). 51 (о): сз вт йо. (5.53) 


—с 


* 
Последнее выражение, в котором $; (о) является спектраль- 


ной плотностью функции 51 (1), иллюстрирует следующее извест- 
ное положение: произведению двух спектральных плотностей 
$ (©) и $ (о) соответствует новая функция времени $(#), опре- 
деляемая сверткой исходных функций $а(Ё} и 55 (№: 


ео | 
500 = [| 5. (х) (2 — х) ах. (5.54) 


— со 


Это положение может быть использовано для определения 
автокорреляционной` функции выходного сигнала %№,, (т). Так как 
спектральная плотность этого сигнала 

$: (6) = 5; (©) .К (6), 
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то по аналогии с выражением (5.53) можно написать 
о 
900) = = | 5° (0) К (о) соѕ от йо. (5.55) 


Но спектральной функции 51 (о) отвечает автокорреляционная 
функция 11: (т), а спектральной функции А? (о) — автокорреля- 
ционная функция импульсной характеристики фильтра ф,, (т). 

Следовательно, Ф, (т) можно представить в виде свертки двух 


функций: Фп (т) И Фе (т): 


Нос 
Ф (0) = (ра д а (7 дах. -› (5.56) 


Итак, автокорреляционная функция выходного сигнала %№,, (т) 


может быть выражена либо через $1 (о) и К? (ы) [соотношение 
(5.55)], либо через фу, (т) и ф., (т) [соотношение (5.56)]. 

Из соотношений (5.55)— (5 56) следует, что при прохождении 
сигнала через любую линейную систему его автокорреляционная 
функция, как правило, ‘изменяется. Возможны лишь два исключе- 
ния: либо` импульсная характеристика является дельта-функцией, 
т. е. цепь не содержит реактивных элементов, либо сигнал является 
простой гармонической функцией. 

‚В первом случае, когда &(1) = А (Г), выражение (5.56) дает: 


о . 
фи) = А | Ф) (т )ах = 
+оо , 
= Аф) | 000—2) ах = Аф (0) (5.57) 


Таким образом, автокорреляционная функция сигнала на вы- 
ходе безынерционной цепи (составленной из омических сопротивле- 
ний) отличается от 1р11(т) только постоянным коэффициентом А. 

Во втором случае (гармонический сигнал) функция рег(т), как _ 
и %Фіи(т), является косинусоидальной функцией с той же частотой, 
что и частота сигнала (см. $ 2.13). 

В практике часто встречается случай, когда спектр входного 
сигнала значительно шире полосы прозрачности цепи. Это означа- 
ет, что время корреляции входного сигнала мало по сравнению 
с временем корреляции импульсной характеристики цепи. Пола- 
гая, что в пределах полосы прозрачности цепи спектральная плот- 


222 


ность сигнала $1(®) сохраняет постоянную величину $, перепишем 
выражение (5.55) следующим образом: 


+оо 
Ф.т) = 58. | К? (о) соѕ от 10=55:%,, (т). (5.58) 


Этот результат показывает, что при воздействии широкополосного 
сигнала на узкополосный фильтр, автокорреляционная функция 
выходного сигнала совпадает (с точностью до постоянного множителя 
$2) с автокорреляционной функцией импульсной характеристики 
цепи. 

При воздействии узкополосного сигнала на широкополосную 
цепь, когда форма сигнала сохраняется неизменной, функция 
122(т), естественно, не отличается (по форме) от фи (т). 

Обратимся к определению взаимной корреляционной функции 
рә (т) выходного и входного сигналов. 

`По определению 


+оо +оо 
Фа) = (5,095,010) = [| (0510—04. 
= —9% 


Б _* у о - 
Как и в выражении (5.52), $ (т — #) является функцией, зер- 
кальной по отношению к $ (# — т); спектральная плотность этой 


Ф 
функции равна $, (~). 
Так как спектральная плотность выходного сигнала 


$, (в) = $1 (в) .К (іо), 


то последнее выражение, являющееся сверткой функций $, (#) и. 
+ 
51 (1), эквивалентно 


+оо ( 
Фа (т) = Кг | $, (о). $1 (о) соѕ от йо = 


—со 


+оо С" 
ЕЕ ‚ (©). $1 (0): К (о) соѕот бо = 


+оо 
=> | 52 (в) -К (9) соѕ от до. (5.59) 
255 : 
Но 
+оо 
> | $1 (о) созот о = фи (т) 
ео 
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а умножение подынтегральной функции 5? (<) на К (і) эквива- 
лентно образованию свертки функции фи! (т) с импульсной харак- 
теристикой ұ (т). 

Следовательно, Б 


+оо 
Ф. (9 = [ Фа) (т х) ах. (5.60) 


. Это важное соотношение наряду с (5.59) полностью решает 
задачу ‘определения взаимной корреляции между сигналами на 
выходе и входе линейной цепи. 

При бесконечной полосе пропускания, когда импульсная ха- 
рактеристика цепи 8(1) = А6(1), очевидно, 


Фә (т) = Афи (т). 


Как и следовало ожидать, в рассматриваемом частном случае 
(т) совпадает по форме с фи1(т) и равна %,„(т) [см. выражение 
(5.579. 

В другом предельном случае, когда спектр входного сигнала 
намного шире полосы пропускания цепи, функцию 1:1(т) можно 
считать «короткой» по сравнению с функцией (т). 

Приравнивая \11(т) = В6(т), получаем из выражения (5.60): 


Бру Е, 
Фа (0) = В | 8) (т — х) 4х = В-(). 


—оо 


Это означает, что при воздействии широкополосным сигналом 
на узкополосный фильтр, взаимная корреляционная функция %№,.(т) 
имеет такую же форму, что и импульсная характеристика фильтра 
8(т). - 
Это объясняется тем, что широкому спектру входного сигнала 
соответствует. короткий импульс. При «ударе» по узкополосному 
фильтру, обладающему большой постоянной времени, выходной 
сигнал по своей форме совпадает с импульсной характеристикой 
фильтра. 

Некоторые примеры применения полученных в настоящем па- 
раграфе результатов будут приведены ниже. 


5.9. ФОРМИРОВАНИЕ ШУМА В ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 


В данном параграфе имеются в виду стационарные случайные 
процессы с нормальным законом распределения. Физическими 
примерами подобных процессов являются рассмотренные в $ 2.11 
шумы, обусловленные атомистической структурой вещества и элект- 
ричества. 

Исследование прохождения шума через линейную систему по 
существу сводится к определению основных статистических характе- 
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ристик шума на выходе системы = заданных характеристиках 
входного шума. 

Таковыми характеристиками являются энергетический спектр 
и автокорреляционная функция. 

Эта задача может быть решена методами, аналогичными ис- 
пользованному в предыдущем параграфе; необходимо лишь в со- 
ответствующих выражениях заменить $:(®) на энергетический 
спектр 


‹ 


У, (©) => У (©) [см. примеч. на стр. 93]. 


При этом связь между энергетическими спектрами на выходе 
МУ вых (©) ‘и на входе У„(®) определяется следующим выра- 
жением: 


И вых (©) = К* (6). Мьх (0). (5.61) 


То обстоятельство, что модуль передаточной функции входит 
в это выражение в квадрате, ‘объясняется тем, что энергетический 
спектр (©) пропорционален квадрату модуля спектральной 
плотности $(®) элементарных импульсов, 
образующих рассматриваемый стационар- 
ный случайный процесс (см. $ 2.12). 

В тех случаях, когда энергетический 2(0) 
спектр входного шума имеет смысл сред- 
него квадрата случайного тока в полосе 
один герц, а выходного шума — среднего Еа 
квадрата напряжения, создаваемого вход- в 
ным током на сопротивлении 2(0), входя- Рис 585 
щая в выражение (5.61) функция К?(®) ож 
должна быть заменена функцией 2*(). 

Наибольший для практики интерес представляет рассмотрение 
механизма формирования дробовых и тепловых шумов в линейных 
элементах усилительного устройства.. 

В $2.11 при изучении структуры этих шумов мы пришли к по- 
нятию «белого» или «дельта-коррелированного» шума. Это обус- 
ловливалось тем, что совершенно не учитывалось влияние инер- 
ционных элементов — емкостей, индуктивностей и колебательных 
контуров — на ‘частотный спектр шума. 

Покажем это влияние на примерах, относящихся к формирова- 
нию шума в линейных усилителях. 

Пусть в анодную цепь электронной лампы включен линейный 
двухполюсник с сопротивлением 2(), представляющий собой лю- 
бое сочетание индуктивностей, емкостей и сопротивлений (рис. 5.26). 
Сетка лампы на этом рисунке соединена с катодом накоротко, 
чтобы подчеркнуть отсутствие сигнала на входе усилителя. Тре- 
буется найти напряжение #(1) на зажимах ‚ двухполюсника, создава- 
емое флуктуациями анодного тока. 
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Наиболее простой путь — определение энергетического спектра 
шумового напряжения 1\7 (о). Обозначая энергетический спектр 
дробового тока через 1, (о) = 2е/, [см. формулу (2.105)] и учиты- 
вая, что № (о) есть усредненная спектральная плотность квадрата 
тока, приходим к очевидному выражению 


1, (©) =, (о) 22 (©), (5.61') 


где г(–) — модуль сопротивления двухполюсника. 

Применяя затем выражения (2.136) и (2.138), находим функцию 
корреляции ф,(т) и средний квадрат шумового напряжения. Тем 
самым это напряжение полностью охарактеризовано, так как закон 
распределения остается тем же, что и для дробового тока, т. е. 
нормальным. Последнее обстоятельство вытекает из основного 
положения теории случайных процессов: при любых линейных пре- 
образованиях процессов с нормальным распределением закон рас- 
пределения остается нормальным. Изменяется лишь дисперсия 
и функция корреляции (соответственно и энергетический спектр). 

Рассмотрим некоторые важные для практики частные случаи 
нагрузки 2(%): 

`а) Апериодическая нагрузка в виде параллельного соединения 
Б и С (апериодический усилитель, в котором полезное нагрузочное 
сопротивление Ю шунтируется емкостями лампы и схемы): 


р? 
ТЕ (СВ) › 


У и (©) = == 2010 трасту 


2 (0) = 
(5.69) 


Подставляя это выражение в (2.136), получаем следующее 
выражение для функции корреляции: 


со оо 
| СО5 фт [о Р?а? С05 от 
ф, => 2е1, В? |29 СЕ до = 8“ = е: ао 
0 = 0 


Здесь 
Е 06, 
бк 
Входящий в правую часть последнего выражения интеграл равен 


со 


т соѕ ео —а| т 
етта а (5.63) 
0 | 
Окончательно, | 
Е 256 ы 
Ф, (т) = а, Ее 5 е КС. (5.64) 
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При т=0 это выражение определяет дисперсию шумового на- 
пряжения: 


ф.0) = 02 = 010) = А, (5.65) 


Таким образом, нормированная функция корреляции 


НЫ 

ос Ра (5.64) 

а эффективное значение шумового напряжения, развиваемого на 
анодной нагрузке, равно 


и = У) о, = у 5. (5.65/) 

Из выражений (5.64) и (5.64) следует, что с увеличением интер- 
вала т функция корреляции для шумового напряжения на парал- 
лельном соединении А и С убывает экспоненциально. При | т| = 
22 (2 З)ЮС ар, (т) => 0. Это означает, что время корреляции, 
т. е. промежуток времени, в котором еще ощущается корреляция 
между двумя мгновенными значениями и(1 и и(Ё — т), в два-три 
раза превышает постоянную времени цепи КС. Нетрудно пояснить 
смысл полученного результата. Шумовое напряжение на нагрузке 
образуется совокупностью беспорядочно следующих импульсов 
тока, создаваемых отдельными электронами. Каждый из этих 
импульсов создает импульс напряжения, длительность которого 
определяется постоянной времени нагрузки. При наложении боль- 
шого числа импульсов относительная скорость изменения суммар- 
ного шумового напряжения и(#) должна быть того же порядка, 
что и скорость изменения отдельных импульсов. Поэтому для неза- 
висимости двух напряжений, отсчитываемых в моменты ѓи { — т, 
величина т должна быть не менее длительности импульсов, обра- 
зующих шум. 

Определяемое формулой (5.65) напряжение условно можно рас- 
сматривать как результат приложения некоторого шумового на- 
пряжения ко входу усилителя, т. е. к зажимам сетка — катод пер- 
вой лампы. При коэффициенте усиления каскада Ё величина экви- 
валентного шумового сеточного напряжения должна быть при- 
равнена: 


я и 
о эф 
О.М) = -®. ‚ 6.60 
В качестве иллюстрации порядка величины шумового напря- 
жения, создаваемого дробовым эффектом, приведем следующий 
пример апериодического усилителя: анодный ток /, = 10 ма, со- 
противление нагрузки Ю = 5 ком, емкость С == 50 пф. 
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Применяя формулу (5.65), находим эффективное значение шу- 
мового напряжения на выходе усилителя: 


1,6. 10-19.10.10-3.5.103 
О = И тр 


ТЕ, = 2,7 .10—46=0,27 мив. 


При крутизне характеристики лампы 5=57 и В = 5 ком 


коэффициент усиления каскада ё =>» 25. Поэтому эквивалентное 
шумовое напряжение на входе усилителя Изэф == 10 мкв. 


ишелН 


Ед 
і 
Л 


42 — 


Рис. 5.27. 


г 8? 


о 


А] 


а 


аи 


Эта величина и определяет нижний порог сигнала, который 
еще имеет смысл усиливать данным Убилителем (в действительности 
уровень шумов еще выше из-за тепловых шумов). 

б) Нагрузка в виде колебательного контура [,; С, шунтиро- 
ванного омическим сопротивлением Ю (резонансный усилитель). 

Как известно из теории электрических цепей, квадрат модуля 
_ сопротивления контура при достаточно большой добротвора опре- 
деляется Слелуювим выражением: 


= К 
22 (о) = ее » (5.67) 


где тк — постоянная времени контура. 
Подставляя это выражение в формулу (5.61), находим 


Е 2е1, В? 
Ў, (<) ЗЫ 1 ит (• т ор} х2 . (5.68) 


График И, (0) изображен на рис. 5.27, 
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Выражение (2.136) для функции корреляции в данном случае 
принимает следующий вид: к 


5-2 2 СО5 от 
Переходя К НОВОЙ и 61 = 0 — 0р, получаем 


2а е ( с0$ (1 +әр) = у 
Ф, (т ) = 2) 14+ ә? =2 аюу = 


р 


со со р 
е1, К? СОѕ орт . Шо: т 
= 207-| соз өрт | —— 54. — зіп юрт | а 41|. . 
т А 1+ о; т 1+1 12 
—0 —0), 
р 


р 
Заметим, что при достаточно большой добротности контура вы- 
полняется условие 


орт ор 20 = 2051. 


Поэтому нижний предел интегралов — ор можно заменить на —оо, 
Второй интеграл обращается при этом в нуль ввиду нечетности 
подынтегральной функции относительно переменной интегрирова- 
ния @у. Первый. же интеграл ввиду четности подынтегральной 
функции приводится к виду 


со со 
сот а С05 от 
1 Ру) а ПР 1 2 а 1 
+91 к "к — 1 - 
т 
= 0 к 


Используя формулу (5.63), получаем 


4, (<) = с С0$ ©рт уче к = 
. “к 
Еси | 
= 85е “к с05 орт = е/, 206—1"! с0$ @рт. (5.69) 


Здесь через о = -— обозначено затухание контура. Учитывая, 
что при шунтировании контура сопротивлением № коэффициент 
затухания равен & = Ес, запишем формулу (5.69) еще в сле- 
дующей форме: 


и (0) = об-е“! “1 с03 ®рт. (5.69’) 
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Из этой формулы вытекает, во-первых, что средний квадрат шу- 
мового напряжения на контуре равен 


02 = 4, (0) = 2е1, К? 5 = 8 (5.70) 


и, следовательно, эффективное шумовое напряжение 


Иь = в, = У 2190 = и о. (5.70/) 


Во-вторых, функция корреляции имеет вид, показанный на 
рис. 5.28. Время корреляции в рассматриваемом случае опреде- 
ляется ходом огибающей корреляционной функции. 


Рис. 5.28. 


‚ Выражение (5.70) позволяет ввести понятие шумовой или 
энергетической полосы контура. Действительно, заме- 
няя на рис. 5.27 заштрихованную площадь кривой Ў „(@) равнове- 
ликим по площади прямоугольником с высотой 2е1 В, находим 
в соответствии с формулой (5.70), что основание этого прямоуголь- 

а 
ника, т. е. энергетическая полоса контура (в герцах), равно -. 
С другой стороны, обычкая полоса пропускания контура, опре- 


1 а а 
деляемая по ослаблению на границах до ——, равна 2Д/, == к 


уз я 
Отсюда следует, что энергетическая полоса контура в 5 раз 
больше обычной полосы пропускания. 
Аналегичным способом можно найти эффективное значение ТАА 
и энергетическую полосу шумов на анодной нагрузке и на выхо- 
де усилителя при любой форме частотной характеристики. 
Пересчет напряжения шумов ко входу усилителя, как и в слу- 
чае апериодического усилителя, может быть сделан по формуле 


(5.66), к которой под А следует подразумевать коэффициент усиле- 
ния на резонансной частоте контура. 
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Остановимся несколько подробнее на вопросе о структуре шу- 
мовой помехи на выходе резонансного усилителя. 
`Вырезание из равномерного спектра входного шума относитель- 
но узкой полосы, совпадающей с полосой прозрачности колебатель- 
ной системы, придает шумовому напряжению на выходе характер 
высокочастотного колебания с медленно меняющимися амплиту- 
дой и фазой. Это следует из графика корреляционной функции, 
жен на рис. 5.28. Осцилляции этой функции с частотой 
ор указывают на то, что и мгновенное значение шумового напряже- 
ния изменяется в среднем с частотой ®, 


Рис. 5.29. 


Убывание же огибающей корреляционной функции по экспонен- 
циальному закону с коэффициентом затухания а указывает на то, 
что огибающая амплитуд шумового напряжения изменяется отно- 
сительно медленно, обнаруживая статистическую связь между двумя 
значениями в интервале, равном 2—3 постоянным времени конту- 
ра. Для выявления характера изменения огибающей рассмотрим 
интересный для практики случай, когда шум пропускается через 
идеализированный узкополосный фильтр с центральной частотой 
оу и полосой 2Ло,, в пределах которой частотная характеристика 
фильтра равномерна и равна К. Тогда энергетический спектр на- 
пряжения на выходе фильтра равномерен в полосе от о, — Ао, до 
о, -- Ло, т. е. №, (о) = (о) = сопѕі и функция корреляции 
[см. формулу (2.136) ] 


о Аев 


У. (оо) = И. (оо) 
о соѕ ®т д0 = а аа 


Ф, (т) = 


оо--Доо 


20 


х [ѕіп (о, + Лоо) т — зщ (о — До) т] = — 2—9 зп Лоџтсоѕ орт. 
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Из этого выражения следует, что, как указывалось выше, мгно- 
венное значение шумового напряжения осциллирует со случайной 
частотой, близкой к ®,, а амплитуда (огибающая) флуктуирует 
с частотой, близкой к-Аю,, т.е. к половине полосы пропускания 
фильтра. 

Итак, шумовое напряжение на выходе узкополосного фильтра · 
следует представлять себе как высокочастотное колебание с мед- 
ленно изменяющимися амплитудой и фазой: 


и (0 = О (2) соѕ [оѓ +- 60 (0)], (5.71) 


где ®, — центральная частота полосы шума. График одной из 
реализаций подобной случайной функции изображен на рис. 5.29. 
Еще раз следует подчеркнуть, что все параметры этого колеба- 


аб 
ния: амплитуда ((1), фаза 0({) и] следовательно, частота о, + ЯР 
являются случайными функциями · времени. а 


5.10. ПОТЕРЯ ИНФОРМАЦИИ В ЛИНЕЙНОМ ФИЛЬТРЕ 


В гл. З было установлено, что информационная емкость сигнала 
определяется его характеристиками — спектральной или корре- 
ляционной — и превышением уровня сигнала над уровнем помех. 

При пропускании сигнала через инерционную систему все пере- 
численные выше характеристики сигнала претерпевают изменение. 

Рассмотрим сначала вопрос об изменении энтропии одного лишь 
непрерывного сигнала без помех при пропускании его через линей- 
ный фильтр с заданной передаточной функцией К: (го). По существу, 
это есть вопрос о потере информации, содержащейся в сигнале. 

Подобное рассмотрение целесообразно провести для сигнала, 
обладающего наибольшей возможной (при заданных полосе частот 
ш и средней мощности Р) энтропией. Таким «предельным» сигналом 
является шумоподобный сигнал, обладающий свойствами белого 
шума (см. $ 3.6). Полагая энергетический спектр сигнала равно- 
мерным в полосе частот & и а 


И (о) = — =, = сопзі, (5.72) 


мы можем определить ‘энтропию сигнала на входе фильтра ВЫ- 
ражением (см. $ 3.6): 


Ньх = 2%ТН, = ®0Т 106, У лер шШТ1ов,(2леР). (5.73) 


Теперь нужно найти энтропию сигнала на выходе фильтра. 
Разобьем полосу @ на частотные полосы АЁ. Так как полная 
° мощность входного сигнала Р равномерно распределена по спектру 
и энергетический спектр равен ., то на одну {-ю полосу Ай при- 
ходится МОЩНОСТЬ | 


АР; = И. АЕ. 
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Если полоса Д, настолько мала, что в пределах этой полосы 
изменением величины К(®) можно пренебрегать, то на выходе 
фильтра мощность в рассматриваемой полосе ДЇ, Б 


АР, вых = АР: вх К? (о) = И, К? (о) АЈ, 


Эта мощность соответствует сигналу в полосе Д}. 
Следовательно, энтропия такого узкополосного сигнала может 
быть определена выражением, аналогичным выражению (5.73): 


АН, = А}, Тор, (2ле АР; ьы,) = АРТ ов, [9ле , Кз (в) АН. 


Заметим, что в белом шуме внутриспектральные связи отсут- 
ствуют. Это означает, что сигналы в полосах Др, Др, и т. д. взаимно 
независимы. Это относится как ко входу, так и к выходу фильтра. 
Поэтому полная энтропия выходного сигнала может быть найдена 
простым суммированием энтропий элементарных сигналов: 


Нах нт 2 УАН, е: УЛАТ -1ов, [2ле ‚К? (о) А} = 
п- і 


шат Е АВ 7р, Вар р) Т 106, [К (ө) Д/,. 
Р 

Первое слагаемое, не зависящее от передаточной функции фильт- 
ра К(©), есть не что иное, как энтропия входного сигнала Н,,. 
Учитывая также, что при Д/, > 0 сумма обращается в интеграл, 
приходим к следующему выражению: 


Н = Нь +Т | Іов, К?(6) 4? = Нь, +2Т | 10, Ко) аў. (5.74) 
0 


Разделив это выражение на 207, получим соотношение, связы- 
вающее энтропию на степень свободы выходного сигнала с такой 
же энтропией входного сигнала: 


БЕН. + (106 Ко) 41 =Навх — Ну (5.75) 
0 


Этот важный результат, выведенный для упрощения выкладок 
на примере сигнала в виде белого шума, может быть распространен 
на любой сигнал, для которого выполняется условие отсутствия 
внутриспектральных связей. 


Слагаемое 


н Іов, [К(9)] {=—5 = Іов, [Кз (6) а? (5.76) 
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можно рассматривать как потерю информации в фильтре (на одну 
степень свободы). При этом имеется в виду такая нормировка пе- 
редаточной функции К, (іо), что максимальное значение модуля 
равно единице. После подобной нормировки выражение (5.76) 
учитывает потерю информации, которая обусловлена только не- 
равномерностью амплитиудно-частотной характеристики фильтра 
К(®). При К(о)<1 величина 
Н; пот положительна. 

Пусть, например, рассмат- 
ривается линейный усилитель 
с амплитудно-частотной ха- 
рактеристикой Ку(@), пока- 
занной на рис. 5.30. Макси- 
мальное значение коэффи- 
циента усиления К, мәке >> 1. 


0 ў ш=?лў Тогда под К (®) в выра: 
жении (5.74) следует под- 
Рис. 5.30. Ку(о) 


разумевать К (о) = К А 

П у макс 
Такой подход может быть обоснован следующим рассуждением: 

умножение К(®) в выражении (5.76) на любое постоянное (не за-` 


висящее от @) число А уме эквивалентно добавлению слагаемого 


= > | Іов» (Кумакс) 4 7 108, (Ку макс) = сопѕі, 
0 


которое учитывает прирост энтропии за счет усиления сигнала- 
При этом количество содержащейся в сигнале информации, ес- 
тественно, не изменяется. Повышается лишь уровень сигнала 
относительно помехи и соответственно возрастает информацион- 
ная емкость сигнала. 

Итак, потеря информации (при заданном и неизменном уровне 
шума) возникает при любой форме неравномерности амплитудно- 
частотной характеристики фильтра в полосе частот сигнала ш. 

Приведем следующий пример. На вход четырехполюсника, 
изображенного на рис. 5.31, а, обладающего передаточной функ- 
цией (модуль) 


1 


КӨ) утте?" 


(5.77) 
Е. 
КС: 
Требуется определить потерю энтропии в цепи. Заметим, что 


выбранная для данного .примера ширина спектра сигнала равна 
полосе пропускания цепи, определяемой по ослаблению К(®) 


234 „= 


подается сигнал с полосой частот 2ли = 


на границе полосы до Е от максимального значения. Действитель- 
ы Е 
но, при ® = 270 = т К(о) = я (см. рис. 5.31, 6). 


Подставляя выражение (5.77) ‘в (5.76), получаем . 


Ну пот = — ЗЕ НЕО ај = 
с , 2т=0ВС к 
т | 11(1 + ©? Ю2С?) 4 (оРО). 


0 
Здесь А = 1,44 — модуль перехода от двоичного логарифма к на- 
туральному. 


ых А 
ДРАЧ РУ 9 Ас с 
5) 


Рис. 5.31. 


Учитывая, что 2люЮС = 1, и обозначая ®«ЮС = х, приходим 
1:4 следующему выражению: 


т 
уб, = т {0 + х2) 4х = 2 Іп (1 +0) — 2х + 2 агс в х]! = 
о 


- 25-(192—2+ 24) = 019 дв. ед. 


Этот результат показывает, что при распространенном в практике 
А 1 
выборе полосы пропўскания по ослаблению на границах ут но- 


теря энтропии не превышает —0,2 08. ед. на одну степень свободы. 
Потеря энтропии в единицу времени составляет 


Н, = 20Н, пот == 20 0, 2=0,4 02-29. (5.78) 


Этот вывод может быть распространен на 06 линейную сис- 
тему с амплитудно-частотной характеристикой вида (5.77) (в том 
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числе и на резонансный контур, полоса пропускания которого 
равна ширине спектра сигнала). 

Соотношение (5.78) нетрудно истолковать энергетически. Из 
выражения (5.73) следует, что в случае белого шума с частотной 
полосой ш энтропии Н,„„ соответствует так называемая «энтропий- 
ная мощность» 


| 
Р, ы = ту е а етай, (5.79) 


Как и в предыдущих выражениях, А = 1,44. Энтропия на 
выходе фильтра (на одну степень свободы) Ё, вых = Н, вх — Н} пог. 
Следовательно, энтропийная мощность выходного сигнала 

= 2Н | пот 
== Рае в . 


(5.80) 


1 /Ты _ 1 Е (Н у вх Н] пот) 


Учитывая выражение (5.76), окончательно получаем 


Р, вых 


Р вх 


ш ш 
| 108, Ко) 4 51" [К? (6)] 4 
о 0 


21:55 1680 


Для рассмотренного выше примера это отношение равно 


— РН лот _ 2.0,19 


Соотношение (5.81) позволяет весьма просто оценить снижение 
информационной емкости сигнала, обусловленное неравномер- 
ностью амплитудно-частотной характеристики фильтра. Если на 
сигнал, сформированный в передатчике и пропушенный через 
фильтр (в отсутствие шумов), накладывается затем шум канала 
связи с заданной мощностью №, то информационная емкость сиг- 
нала будет пропорциональна логарифму отношения а Ис- 
ходный же сигнал с энтропийной мощностью Р, „, обладает инфор- 
мационной Емкостные, пропорциональной логарифму отношения 
Рэвх- № вк №. 

Елу 

Иначе обстоит дело при пропускании через а смеси сиг- 
нал -- шум. 

Пусть, например, на входе фильтра имеются сигнал и шум, 
оба в виде случайных процессов типа белого шума с полосой & и 
со средними мощностями соответственно Р,, и М,,. Энергетичес- 
кие спектры этих процессов: 


- (о) = 288. = сопзі; м (6) = 728 


= соп$. 
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Информационная емкость сигнала в соответствии с выраже- 

нием (3.73): 
8 Рьх-+ Мьх Яр (0) + Ў м (о) 
(©52 == 0 п — = Ш Іор, В Е 


Какова информационная емкость сигнала на выходе фильтра 
с передаточной функцией К(іо)? 

Разделив, как и ранее, весь частотный диапазон входного сиг- 
нала на узкие полосы, получим для одной полосы ар энтропию 
смеси сигнал + шум на входе фильтра, равную 


Тар, Іор, {2ле [ Ур (®;) а + Ў м (о;) ан}, 
а энтропию только одного шума в виде 
Тар 106» {2ле [М м (о;) ар). 


Информационная емкость сигнала в узкой полосе ар в соответ- 
ствии с выражением (3.73) 


(о), + Им (в) а, 


ас 
Ям (ә;) ай : 


== ан 1053 


а на выходе г 
Р (о ;) 47, К? (о) Ф Тм (о) 4}, К? (о 
ас, вых == аһ, ааа 


Из этих соотношений видно, что КҚ? (оџ) сокращается и не 
влияет на информационную емкость сигнала в полосе ар. Та- 
ким образом, 


ас; вых =" ас; вх- 


Поскольку предполагается, что между отдельными спектраль- 
ными составляющими связи отсутствуют, общая информацион- 
ная емкость сигнала как на входе, так и на выходе фильтра, 


Ир (о) + Им (о) 


7.09) а}. 


Сьх — Съых == | 1052 
0 


Учитывая, что Ур(®) = сопѕі и. Им (о) = сопѕї, получаем 


У (о) + Им (о 
Съх = Съых = ш 1085 Е 

Итак, в случае, когда сигнал и шум являются случайными про- 
цессами типа белого шума, фильтр не влияет на информационную 
емкость сигнала. 

Это объясняется тем, что потери энтропии в фильтре одинаковы 
для сигнала и шума, так что их разность остается неизменной. 
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При передаче реальных сигналов с неравномерным энергети- 
ческим спектром и с негауссовым распределением, картина полу- 
чается более сложной. Рассмотрение этого вопроса не входит в 
задачу данной книги. 


5.11. НЕЛИНЕЙНЫЕ ИСКАЖЕНИЯ СИГНАЛОВ В СИСТЕМАХ 
С АКТИВНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 


Вернемся к вопросу о влиянии нелинейных членов уравнения 
вольтамперной характеристики активного элемента на передачу 
сигналов. 

Перепишем выражение (5.25) в более общей форме, пригодной 
для любого активного элемента: 


і (а + 5) = і (2) + оѕ + 65° + үѕз +... (5.82) 


В этом выражении: 
5 = 5(/) — входной сигнал; 
і — ток активного элемента, управляемый входным 
сигналом; | 
а, — постоянное напряжение (или ток), определяющее 
положение рабочей точки (в отсутствие сигнала 
5) на вольтамперной характеристике активного 
элемента; 
с, В, у ит. д. — постоянные коэффициенты с соответствующими 
Вазмерностями. 

Выходной сигнал ѕ,ы,(/) представляет собой напряжение, раз- 
виваемое в нагрузке усилителя приращением тока і. Ясно, что 
$вых(Й) зависит как от характера изменения во времени этого при- 
ращения, так и от характера нагрузочной цепи. . 

Необходимо поэтому конкретизировать входной сигнал и струк- 
туру нагрузочной цепи. 

В практике при анализе нелинейных искажений обычно исхо- 
дят из простейшего входного сигнала — гармонического колеба- 
ния. 

Рассмотрим три случая: 

1. Сигнал 5(#) представляет собой колебание 


5(#) = Аусоѕ0/, 


действующее на входе апериодического усилителя. Нагрузочное 
сопротивление для простоты примем чисто омическим и равным К. 

В этом простейшем случае выходной сигнал может быть полу- 
чен подстановкой 5(#) в выражение (5.82) и умножением его на К 
[слагаемое Ка) опускаем ]: 


бвых (#) = (05 + В5? - үз - ...) К = 
== «РА, соз ОГ + ВЮ 46 соз? 0/ + ДО соѕ ОЁ 4... (5.83) 
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Подставляя сюда 


1 1 
соѕ? ОЁ = Е 5 0$ 292, 
С053 4 = 3 соѕ о ++ соѕ 394 и т. д., 


получаем 


2 3 
$вых (0) = Р. (Ё -- г -- (4, -- А +... | со ФЕ 


2 
м (5 ..} < ОЕ Е + .. ео 39 + = (5.84) 


Из этого выражения видно, что из-за нелинейности характе- 
ристики активного элемента гармонический сигнал 5(1) дает на 
выходе некоторое постоянное напряжение (которое не имеет боль- 
шого значения, так как оно легко может быть убрано) и добавоч-- 


КВА 
ные гармоники с амплитудами: $.= 5__ при частоте 2093 
Күдё 
5522 9 при частоте 39 и т. д. 


Кроме того, несколько изменяется величина амплитуды первой 
гармоники $}, т. е. амплитуды полезного сигнала. Этим изменением 
обычно можно полностью пренебрегать. Таким образом, $; == ЮаАь.! 

Случай омической нагрузки характерен отсутствием фильтра- 
ции: все гармоники тока, возникающие из-за кривизны вольтам- 
перной характеристики активного элемента, создают на выходе 
вредный эффект, пропорциональный амплитудам гармоник. 

В подобных случаях уровень нелинейных искажений принято 
оценивать с помощью коэффициента нелинейных 
искажений, который определяется по формуле 


ПАСЕ е 
Куе аа шсш (5.85) 


По существу К, есть отношение среднеквадратичного значения 
суммы высших гармоник к такому же значению основной (пер- 
вой) гармоники сигнала. 

Часто определяют К, отдельно для второй, третьей и т. д. гар- 
моник. 

Таким образом, в рассматриваемом случае коэффициент нели- 
нейных искажений по второй гармонике 


АВА? 
ТАД. ОХ 
Куз = Ө ПЕТРО БО А, 
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по третьей гармонике 


Е реа Е к. 2 
Кр = х= Ка, 7 а 


При правильном выборе режима работы активного элемента 
коэффициенты К, Кз и т. д. не превышают 1—2%. 

2. Сигнал $(#) представляет собой амплитудно-модулирован- 
ное колебание 


$ (6) = 44 1 т М соѕ ОЙ со$ о, 


а нагрузочная цепь — колебательную высокодобротную систему, 
настроенную на частоту в. Подставив $ (2) в (5.82), получим 


і (а + 5) = і (2) | &А,(1 + М соѕ ӘХ) созо, Ё 
+ 8.48 (1 Е М соѕ 08}? соѕ? во Ё + 4901 4 М соѕ 98} с033 о Ё--... 
(5.86) 


При оценке влияния отдельных слагаемых этого выражения 
необходимо учитывать фильтрующее действие нагрузочной цепи, 
которая отсеивает частоты, кратные несущей частоте, т. е. частоты 
200, Зоо ит. д., а также постоянную и низкочастотные составляю- . 
щие тока активного элемента. 

Слагаемое а4,(1 + Мсоѕ 94 соѕ оѓ, пропорциональное первой 
степени (0, есть, очевидно, полезная составляющая тока. 


Квадратичное слагаемое 
8.45 (1 + М соѕ г” С032 @0Ї = 


= ВА 8 (1 +2М соѕ 9; аа сна А соз 20; ) Е — С05 2%) 


у ва? 
содержит постоянную ат 7 (1+5 "т) низкочастот- 


ные составляющие Во ‘(м с0$ р. т. соѕ 207 ) и модулирован- 


ное по амплитуде колебание с несущей частотой 2а,. Все эти 
составляющие тока отфильтровываются контуром и могут ве 
приниматься во внимание. 

Кубическое слагаемое в выражении (5.86) после отбрасывания 
члена с частотой Зо, дает следующую составляющую тока, попа- 
дающую в полосу прозрачности контура (при относительно низких 
частотах модуляции ©): 


ЗА + +зи(1+ 1) 09+ 


- 25 соѕ 204 +4 м 03391 ] СОЅ 0, Ё. 
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Подставляя это выражение в формулу (5.86) и оставляя только 
составляющие, попадающие в полосу пропускания контура, по- 
лучаем для приращения тока 


= (А [2+3 ПЕ 8-4] + 


+ МА, 9 А үдё (1 ЕЕ “| соѕ @Е-- е УМ? АЗ соѕ 201 + 


= 


А3 соз 39 -) СО5 00 Ё. (5.87) 


Выражение в фигурных скобках представляет собой огибаю- 
щую переменной составляющей анодного тока. Можно считать, 
что и напряжение на колебательной системе имеет огибающую ам- 
плитуд такой же формы. (Предполагается, что полоса прозрачно- 
сти колебательной системы достаточно широка для воспроизве- 
дения закона изменения огибающей тока). Под влиянием некото- 
рой кривизны характеристики активного элемента эта огибающая 
отличается от огибающей модулированного сигнала, подводимого 
к активному элементу. Отличие проявляется в небольшом изме- 
нении амплитуды несущего колебания и глубины модуляции на 
полезной частоте & и, главное, в возникновении частот 29, 39 
и т. д. в огибающей. После осуществления амплитудного детек- 
тирования эти. частоты проявляются на выходе приемника в виде 
напряжений с частотами 20, 30 и т. д. 

Изменение глубины модуляции на основной частоте получается 
обычно очень малым и им можно пренебречь. 

Относя амплитуду второй гармоники огибающей к амплитуде 
составляющей с частотой $2 и пренебрегая слагаемым 5 АК + 1) 
по сравнению с а, найдем коэффициент второй гармоники 


9 
=. миа АЗ 
ћ МАа 8а 5 
Для коэффициента третьей гармоники получим 
$ 
и 
= = (МЕ 

4 Ку, МАда в „М А. 

Таким образом, нелинейные искажения (по второй гармонике) 
растут пропорционально квадрату амплитуды несущего колебания 
и первой степени коэффициента модуляции. 

С нелинейными искажениями при усилении модулированных 
колебаний в приемнике приходится считаться в оконечных кас- 
кадах ‘усиления, где амплитуды колебания достигают единиц вольт. 
В первых каскадах амплитуды настолько малы, что кривизна 
вольтамперных характеристик не проявляется, 
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3. Сигнал представляет собой частотно-модулированное коле- 
бание 


5 (2) = 4ьсо$ [в + т ѕіп О, 


а нагрузочная цепь — колебательную высокодобротную систему, 
настроенную на частоту о. 

Подставляя 5( в выражение (5.82), после несложных триго- 
нометрических преобразований получим 


2 
ооа + (+...) + 


4 (24+ Зуд +... ) соз (е т тіп 92) +- 


+.) 
+ {6 +... | с05 2 (0,2 4- тіп 90) + 


3 
+ (м + а) соѕ 3 (00 ё + т ѕіп ОХ) +... (5.88) 


Слагаемые с частотами 2(0, 4- т® соѕ 91), З(о, 4 т9 соѕ 90) и 
т. д. можно не учитывать, так как они отфильтровываются коле- 
бательной системой. То же самое относится к приращению постоян- 
ной составляющей тока активного элемента. Таким образом, вы- 
ходной сигнал пропорционален величине 


А (ал, 4а 3 уде + ... ) соѕ (оѓ + т зіп ОВ. 


От входного сигнала это выражение отличается только по амп- 
литуде, да и то весьма незначительно (при. слабо выраженной не- 
линейности), причем приращение амплитуды является постоянной 
величиной. Фаза же ‘колебания, а следовательно, и частота, оста- 
ются такими же, как и у входного сигнала. 

Отсюда следует важное положение: при передаче радиосигналов 
с чисто угловой модуляцией через избирательные (резонансные) 
системы с активными элементами кривизна их вольтамперных 
характеристик не приводит к искажению передаваемых сообщений. 

Рассмотренное в настоящем параграфе влияние «слабой» не- 
линейности системы, которая в первом приближении является ли- 
нейной, представляет собой лишь частный случай трансформации 
спектров в нелинейных системах. Более подробно этот важный 
вопрос ‚рассматривается во второй части при изучении существенно 
нелинейных систем, 
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ГЛАВА 6 


ПЕРЕДАЧА РАДИОСИГНАЛОВ 
ЧЕРЕЗ ИЗБИРАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 


6.1. ОСОБЕННОСТИ АНАЛИЗА 


- Рассмотренные в предыдущей главе задачи характерны тем, 
что в них мы имели дело с сигналами, которые по своей форме сов- 
падают с передаваемыми сообщениями. При передаче подобных 
сигналов задача сохранения информации тесно связана с задачей 
сохранения формы сигналов. 

Иначе обстоит дело с радиосигналом, в котором информация за- 
ключена в одном из нескольких параметров высокочастотного ко- 
лебания. Необязательно сохранять структруру этого колебания 
полностью; достаточно сохранить закон изменения того параметра, 
в котором заключена информация. Так, в случае амплитудно-моду- 
лированного колебания важно точно передать огибающую ампли- 
туд, между тем как некоторое изменение частоты или фазы .запол- 
нения, не имеющее существенного значения, при анализе может 
быть опущено. При передаче радиосигналов с угловой модуляцией, 
наоборот, основное внимание должно быть уделено точному вос- 
произведению закона изменения частоты и фазы. 

Эти особенности радиосигналов открывают путь к некоторому 
упрощению методов анализа их передачи через линейные системы. 
Возможности упрощения особенно существенны, когда радиосиг- 
нал представляет собой узкополосный процесс, а цепь — узко- 
полосную систему. Такие условия как раз и характерны для 
реальных радиосигналов и реальных избирательных цепей. В $ 4.1 
уже отмечалось, что даже в случае «широкополосных» сигналов 
ширина спектра радиосигнала мала по сравнению с несущей ча- 
стотой сигнала. Соответственно и полоса прозрачности цепи обычно 
мала по сравнению с ее резонансной частотой. 

В следующем параграфе обсуждаются упрощения, которые 
могут быть сделаны в спектральном методе, а в $ 6.3 — анало- 
гичные упрощения в методе интеграла. наложения. 


6.2. ПРИБЛИЖЕННЫЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД 


Для резонансных систем, обладающих сильно выраженной 
частотной избирательностью, модуль коэффициента передачи К(®) 
достигает максимума вблизи резонансной частоты и быстро убывает 
при удалении ® от этой частоты, 
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Целесообразно поэтому выражать коэффициент передачи в виде 
функции расстройки текущей частоты ® относительно резонансной 
частоты. С этой целью введем следующие обозначения: 

|. — резонансная частота цепи; 
— центральная частота спектра сигнала, дейст- 
вующего на входе системы; 
До, = в, — @р — отклонение центральной частоты сигнала от- 
носительно резонансной частоты; 

2 = © — ®, — отклонение рассматриваемой частоты спектра 

® ОТ ©. 


При этих обозначениях текущая частота 
о = - 0 = ор + Ао, + 9 (6.1) 


и коэффициент передачи 


Ко) = Кі (о + Ло + 9) = К, (А+ 9). (6.2) 


При такой записи коэффициент передачи К (іф) заменен новой 
функцией К, [1 (До, + 9)], для которой аргументом является ©; 
расстройка Ло, имеет смысл параметра, 


+ 
причем предполагается, что Ло, являет- 
ся величиной того же порядка, что и 
с `полоса пропускания цепи. І 


9 В случае высокодобротной цепи пред- 
г ставление коэффициента передачи в виде. 

> функции К, [{А о, -- ©) ] позволяет сущест- 

Рис. 6.1. венно упростить расчет путем отбрасы- 


вания членов с высшими степенями ©. По- 
ясним это положение на примере простого четырехполюсника, 
изображенного на рис. 6.1. Точное выражение для передаточной 
функции этой цепи имеет следующий вид: 


Е 
б оС 1 1 
К (іо) = : 1 а р ь Е (6.3) 


С. 
+ Е + С ы ава. 


Учитывая, что 


| 2 1 Фр Ё 
то ® ар = —_—=0 (добротность контура), 


ар Сг 
а также что 
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приведем последнее выражение к следующему виду: 


Е 1 Б 1 
РО р = Бо ео 
1+4 го / Г. 
ай ЕГА ЕЗДЫ >. о (6.4) 
3 ‚+ [2 6522 бехт. 


Так как обычно О очень велико (десятки, сотни и более), то с ро- 
стом © коэффициент передачи быстро убывает. Обычно можно счи- 


тать К(®)-—0, когда > достигает всего лишь нескольких процен- 
р 

тов. Можно поэтому ограничиться рассмотрением выражения (6.4) 

в области частот, для которой выполняется условие 


= (6.5) 


и соответственно, — == |. 


Отбрасывая на этом основании вторую дробь в квадратных скоб- 
ках знаменателя выражения (6.4), приходим к «укороченной» пе- 
редаточной функции для цепи, изображенной на рис. 6.1: 


1 


Е 8 б 
р 


К, (Ав, + 9) = ©. (6.6) 


Величину 


д.0, (6.7) 


учитывающую относительную расстройку и добротность контура, 
часто называют обобщенной расстройкой. 
Таким образом, для рассматриваемого контура 


[0] 1 
В последующих параграфах будут приведены аналогичные уко- 
роченные передаточные функции `для некоторых других цепей. 
Обратимся теперь к общему выражению для выходного сигнала 
(2.49) и преобразуем его в связи с заменой К(іо) на К. [(А®, + 9)]. 
Для этого запишем его прежде всего в форме 


$вых (0 = Ве Н) $ (0) К(о) с ад (6.9) 
0 


т. е. в форме, при которой интегрирование ведется только по по- 
ложительным значениям ®. Для перехода от аргумента о к © 
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нужно привести спектральную· плотность $(®) к виду, аналогич: 
ному К, (Ло, -- 9)]. С этой целью подставим ® = ®,-+ © вместо 
аргумента в 5(®): 


8 (0) = 5 («+ 9) = $1 (0). (6:10) 


В этих новых обозначениях спектральная плотность $1(9) выра- 
жена через разностную частоту ©, которая может принимать как 


Рис. 6.2. 


положительные, так: и отрицательные значения (рис. 6.2, а). Под- 
ставив в выражение (6,9) соотношения (6.2) и (6.10), получим 


оо 
вые [м | $1 (9) К, Е (Ав + 9)1 9 49}. (6.11) 


— 00 


Пределы интегрирования по новой переменной & взяты Ес в. 
предположении, что с увеличением © модуль коэффициента пере- 
дачи К, {Ло - 9)] падает столь быстро, что подынтегральная 
функция. обращается практически в нуль раньше, чем | © | становит- 
ся соизмеримым с величиной |о,| (рис. 6.2, 6). | 

Из приведенных рассуждений следует, что выражение (6.11) 
сохраняет свою силу для любых сигналов, в том числе и таких, как 
дельта-функция, при условии достаточно быстрого убывания К(®) 
вне полосы прозрачности цепи. 3 
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В случае же узкополосных сигналов со спектром, группирую- 
щимся вблизи резонансной частоты ®‚, ошибка, связанная с под- 
становкой в выражение (6.11) укороченной передаточной функции, 
оказывается совершенно ничтожной. 

При этом может быть достигнуто дополнительное упрощение 
анализа путем использования приближенного выражения для 
спектральной плотности входного сигнала. 

Действительно, пусть этот сигнал имеет вид 


5(0) = А (2) соѕ [6 -- 0 (2)], (6.12) 


причем А( и 60(1) — медленно меняющиеся функции времени. 
Тогда, в соответствии с $ 4.9, спектральную плотность можно 
определять с помощью приближенного выражения: 
ма 
$ (©) = - { А (1) ей) е- о-в)! 4 


при о> 0. 
Переходя к новой переменной © = о — ®,, получаем 


+оо 
(0-9) = 8.09) а 2 ( А(е!90 ею. = (6.13) 
-о 


При таком подходе центральная частота @, вообще не фигури- 
рует в выражении для спектральной плотности: подынтегральная 
функция выражена через комплексную огибающую 


А (0) = А(де0. (6.14) 


Итак, входной сигнал, определяемый выражением (6.12), может 
быть представлен в форме : 


5 (0) = Ве {А (2) е0 с/о}, (6.15) 


а выходной сигнал вых ({) определяется выражением (6.11). 

Из сравнения этих двух выражений видно, что входящий в 
соотношение (6.11) интеграл определяет комплексную огибающую 
выходного сигнала Аъых (й. 

‚Таким образом, 


+ 
ашиде { 5, (©) К, (Ло, 4- Я] ев 20. (6.16) 


— со. 


Представив это выражение в форме 
Авых (2) = Авых (2) е’вых А (6. 17) 


можно найти амплитуду Аъьх(#) и фазу 0.;({) выходного сигнала. 
247 


Таким образом, полное выражение для выходного сигнала 
может быть записано в форме 


вых (2) = Ве {Аььх (1) ео ғ) == Авых (Е) Ве [ео вых Я (6. 18) 


В последующих параграфах полученные результаты будут при- 
ложены к некоторым важным для практики задачам. 


6.3. УПРОЩЕНИЕ МЕТОДА ИНТЕГРАЛА НАЛОЖЕНИЯ 


В предыдущем параграфе было показано, что упрощение спект- 
рального метода достигается «укорочением» передаточной функ- 
ции избирательной цепи К(іо). Естественно, что аналогичное уп- 
рощение метода интеграла наложения может быть достигнуто 
«укорочением» импульсной характеристики 2(№, тесно связанной 
с передаточной функцией К(іо). 

Таким образом, первый шаг в использовании особенностей из- 
бирательных цепей заключается в определении приближенной им- 
пульсной характеристики. 

Основываясь на выражении (6.11) и подставляя в него спект- 
ральную плотность дельта-функции, т. е. $(0) = 1, приходим к 
следующему выражению для импульсной характеристики: 


+оо 
80) = Кејеее Е | К, 1040 Леча) = 


— со 
с+-іоо 


= Ве 2е: 1. | К; (Ло + р)] е? ар (. (6.19) 


с—ісо 


Не следует думать, что &(Ё) зависит от произвольно выбранной 
величины Доо. В действительности Лоо + © = о — ®, 1см. вы- 
ражение (6.1)1, так что 5(1) зависит от резонансной частоты ©}. 
Однако формула (6.19) удобна в связи с представлением спектральной 
плотности сигнала в форме (6.10), где спектральная частота © от- 
считывается от центральной частоты Фо. 

Если в выражение (6.19) подставляется «укороченная» пере- 
даточная функция К1[{Доо + 9)], то и функция р(#) получается 
упрощенной по сравнению с точной импульсной характеристикой !. 
Расхождение между приближенным и точным значениями 2( тем 
меньше, чем выше избирательность цепи. 

Поясним выражение (6.19) на примере одиночного колебатель 
ного контура с резонансной частотой Ф, и добротностью @. Схема 
включения контура показана на рис. 6.1; съем напряжения про- 


1 Следует отметить, Что дельта-функция, обладающая бесконечно ши- 
роким спектром, никак не может рассматриваться как узкополосный сиг- 
нал. При достаточно сильно выраженной избирательности системы ошибка 
в величине &(Ё) получается все же незначительной. 
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изводится с емкости С. Точное выражение для 6(Ё, соответствую- 
щее точным выражениям (6.3) и (6.4) для передаточной функции, 
имеет вид: 


ей м 
с (0) = Ре пог. (6.20) 
св 
Здесь ®, = 1 _— резонансная частота контура; 
ИС 
АІ г? я: 
== ]/ ге — дт Частота собственных колебаний; 
21209 
т= 77 = 25 — постоянная времени контура. 


Найдем теперь «укороченную» импульсную характеристику, 
соответствующую укороченной передаточной функции. Для этого 
подставим в общее выражение (6.19) функцию К; [({Ло, -+- р}] по 


формуле (6.6), заменив в ней {О на р, а — на т: 
Әр 


с+іоо 9 от ар 
1 1 
а (6) = Ке ] 22°! 5 ГЕ ОА р) |. 
с--і0о 


Подынтегральная функция имеет один полюс в точке 
1 :А 
р = — |= АФ ) 
Вычет в этой точке [см. выражение (5.12): 


е— е—{Аое: 


гез: = = 


Таким образом, 


— До > 
ам Е з зіп (оо — Аб.) Ё. 


т 


А [4 

Е. 10,19. ж 
0 (#) = Ве і ге 
2 
Учитывая, что 21 = @р И 9% — Ав, = ©, окончательно по- 
лучаем 
> 

8 (} = ре * зто, 2. . (6.21) 
При @ Ъ1, когда ©,.== ©, это выражение очень мало отлича- 

ется от точного выражения (6.20). : 
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В случае сложных, но высокодобротных резонансных · систем 
импульсную характеристику следует представлять в виде более 
общего выражения 


6 (0) = 0 (2) соз [0..7 + У, (6.22) 


где 0(0) ит (1) — медленно меняющиеся амплитуда и фаза, а 
©, — Частота собственных колебаний системы. 
Такая форма представления (1) аналогична БЕранентю (6.12) 
для узкополосного сигнала: 


(2) == -А (2) соѕ [00 + 0 (01. 


Обратимся теперь к общему выражению (5.21) ‘и подставим 
в него (х) и 2({ — х) по формулам (6.12) и (6.22): 


- вых (Ё) = [Ё Сб — 2) озах + 0010080,0) 25 


фу ах 


На основании соотношения 
соѕа соѕ Ё = 603 (а -- 0+4 соѕ (а — 5) 


последнее выражение приводится к виду 


+о 
0 | 4690 — со Ка — вы) я + 


о тх) өй 
о 
+1 | А0900) ооо + вых + 


753) 


+09 —-3(—9—еьйах 


Функции А(х), С(ЁЕ— х), 0(х) иу (1 — х) по условию являются 
медленно меняющимися, Так как центральная частота сигнала 
Фо близка к собственной частоте цепи ®.„, то и соѕ [(фо — ®.,)х] 
является функцией медленной, по сравнению с соѕ[ (оо -- ®.ь)х]. 
Отсюда ясно, что 5вых(Ё) определяется в основном величиной первого 
интеграла. Таким образом, второй шаг в упрощении анализа за- 
ключается в пренебрежении интегралом от: быстроосциллирующей 
функции. Это упрощение обосновывается так же, как и в $ 4.3. 
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После такого упрощения приходим к следующему приближен- 
ному абщему выражению для интеграла наложения: 


+ . 
бвых (== 2. ( А (х) 6 (1 — х) соз (оо — ©.) х + 
+0 Уи х) + әх. ` (6.23). 


Это выражение является общим, пригодным для любых избира- 
тельных цепей и любых узкополосных сигналов. В тех случаях, 
когда свободные колебания характеризуются постоянной частотой 
заполнения, как, например, в одиночном контуре, ү (1) вырождает- 
ся в постоянную фазу и выражение (6.23) существенно упрощается. 
То же самое. относится и к случаю сигналов с немодулированной 
частотой заполнения, когда 0() обращается в постоянную вели- 
чину. 

Метод интеграла наложения более эффективен в тех случаях, 
когда временные характеристики сигналов или цепей (или тех и 
других) оказываются более простыми, нежели спектральные. 

Такое положение имеет место, в частности, при частотно-моду- 
лированных сигналах. 

° Применение метода интеграла наложения к избирательным си- 
стемам иллюстрируется ниже рядом примеров. > 


6.4. ПЕРЕДАЧА РАДИОСИГНАЛОВ С НЕПРЕРЫВНОЙ АМПЛИТУДНОЙ 
МОДУЛЯЦИЕЙ 


Рассмотрим сначала простейший случай, когда на вход изби- 
рательной системы, содержащей один колебательный контур, по- 
дается тонально модулированное колебание. Схема цепи, пред- 
ставляющей собой линейный резонансный усилитель, изображена 
на рис. 6.3. Подводимая к’ сетке электронной лампы э. д. с. опре- 
деляется обычным выражением амплитудно- а. а ко- 
лебания  - 


е()=Е,(14М соѕ 624) соѕ 0, Ё, (6.24) 
а колебательный контур настроен” на частоту ор, т. 'е. 
и | 1 Е 
0р = УТС == о. 


Задача заключается в определении параметров выходного на- 
пряжения и,„„(Ю, действующего на контуре Г, С, г. 

Весьма простая структура спектра входного сигнала указывает 
на целесообразность спектрального подхода к решению задачи. 

С этой целью перепишем выражение (6.24) в виде соотношения 
(4.8) 


е (ЕЁ) = Е, Е 621 2 соѕ (00 — 9) 
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Положение оо и оо-0 на оси частот относительно резонансной 
кривой контура показано на рис. 6.4. Так как контур настроен на 
частоту оо, то сопротивление контура (между точками а — к, 
рис. 6.3) для частоты оо равно 


а для частот @=0,+-9 и 


ор 00 — ©, близких к өр: ^ 


ба 2әр КЕЛЬ. ЕЕ 
Б 2 (91 аа 1 | 
1+1 25 "о по (7 
р 
7 2әр 2әр 2әр 
2 2 (од 20 1— ѓа * 
+1 25 әр) о „9 ѓа 
р 


д В 
Здесь а == = 0 — абсолютная величина обобщенной рас- 
3 а. 


стройки контура для верхней и нижней боковых частот, 
Передаточная функция рассматриваемой системы, совпадаю- · 
щая с комплексным коэффициентом усиления, в соответствии с $ 5.5: 


. У В г 
К (10) = К, (©) = — 87 (іо) = — 5 а): (6.25) 
1-7 пы (4) 
В данном случае Лоџ=0 и К, (©) = — 5 8 ; 
1+1 0 
р 


Умножив амплитуды всех слагаемых э. д. с. на модуль функции 
Кіці) и учитывая фазовые сдвиги, соответствующие аргументам 
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этой функции, получим для выходного напряжения следующее 
выражение: 


Ивых (Г) = — 52.р Во (соз о +- = А 5 соѕ [(®,-Е 8) #—Ф1]- 
М 1 Е 
же утра 809090 — 9) 1+9]. 


Угол ф равен 


ф=агс я Б. 0) == агсіса. 
р 


Свернув выражение для Швы ({), т. е. переходя к форме, 
аналогичной (6.24), получим: 


556; Ё Зы 


М 
утат 80591 9] созо, і. (6.26) 

Из сопоставления выражений (6.24) и (6.26) видно, что изменение 
амплитуды выходного колебания остается гармоническим с прежней 
частотой ©, однако из-за неравномерности резонансной кривой 
контура имеются следующие различия между огибающими входного 
и выходного колебаний: 

1) глубина модуляции на выходе, равная 


М 
М вых — =, 
У! -- а? 
меньше, чем на входе; 
2) огибающая амплитуд на выходе отстает по фазе от огибающей 
входного КРИ: на угол 


ф=аго 2.0. 


Отметим, что сдвиг.фазы огибающей совпадает со сдвигом фазы 
колебания верхней боковой частоты. 

Относительное уменьшение глубины модуляции в рассматри- 
ваемой системе равно 


етм утта ЕЕ . 
р 


График зависимости Б от частоты модуляции, представленный 
на рис. 6.5, совпадает с правой ветвью обычной резонансной кри- 
ВОЙ колебательного контура. 

Полученные результаты показывают, что с повышением частоты 
ослабление глубины модуляции усугубляется. Из этого следует, что 


при передаче сложного сообщения, обладающего полосой от ин 
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до ©, „кс, верхним частотам соответствуют меньшие коэффициенты 
модуляции. Так как при приеме. колебаний напряжение на выходе 
детектора приемника пропорционально коэффициенту модуляции, 
получается относительное ослабление верхних -частот сообщения. 
Таким образом, зависимость О(®) определяет степень линейных 
частотных искажений передаваемого сообщения. 

Обратимся к вопросу о запаздывании фазы огибающей в рас- 
сматриваемой системе. Из того факта, что это запаздывание зависит 


2 
50 


г а 


от частоты о, следует, что при передаче сложного сообщения имеет 
место его задержка. Величина задержки іо в соответствии с форму- 


`лой (4.84) равна 
20 т 
а С 5 о) 1 20 


40 з РЕ ста 
2 сер 


Обычно задержку определяют по наклону фазовой характе- 
ристики в точке 9=0. 
Тогда 


4$ 


= | 45 


207 20р і и 


ор = орг г 


3 (6.27) 


Итак, задержка сообщения в одиночном контуре, полоса про- 
зрачности которого достаточна для удовлетворительного пропус- 
кания спектра сообщения, равна постоянной времени контура. 

Следует при этом иметь в виду, что поскольку форма огибающей 
напряжения при тональной модуляции э. д. с. сохраняется сину- 
соидальной, напряжение на выходе детектора также остается си- 
нусоидальным. Следовательно, нелинейных искажений сигнала в 
данном случае не возникает. Из всего предыдущего ясно, что это 
является `результатом симметрии частотного спектра модулиро- 
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А 


ванной Э, д. с. относительно резонансной кривой контура, т. е. 
результатом точной настройки контура на частоту несущего коле- 
бания. 

Картина изменяется при расстройке контура, когда «Фо. 
Этот случай изображен' на’ рис. 6.6. Векторная диаграмма для ВЫ- 
ходных напряжений представлена на рис. 6.7. На этой диаграмме век- 
тор ОБ ера несущее колебание, запаздывающее относи- 
тельно фазы э. д. с.-на входе на 
угол бо (так как рис. 6.6 соответст- 
вует положительной расстройке 
До = ®, —02>0). Амплитуда верх- 


во 


оо 2 


2! 


| | 
| | 

м 
я Ёо | \ - 

——> % [ ‚ 
Е я 
а, 0 
Рис. 6.6. Е Рис. 6.7. 


Ф 
3 


ней боковой частоты (вектор ОС!) в данном случае значительно 
меньше, чем амплитуда нижней боковой частоты (вектор ОС,). Длина 
равнодействующего вектора ОҒ, изображающего результирующее 
колебание, изменяется по сложному закону, не совпадающему с 
синусоидальным законом изменения огибающей э. д. с. 

Следует иметь в виду, что для восстановления передаваемого 
сообщения на выходе радиолинии, работающей с амплитудной мо- 
дуляцией, применяется амплитудный детектор, обычно представ- 
ляющий собой нелинейное устройство. Напряжение на выходе де- 
тектора пропорционально огибающей модулированного колеба- 
ния. Из этого следует, что нарушение симметрии амплитуд и фаз 
колебаний боковых частот при неточной настройке контура на 
несущую частоту `®о` приводит к нелинейным искажениям мере 
ваемых сообщений. 

Эти искажения проявляются в возникновении новых частот, 
кратных частоте © полезной модуляции. 

Кроме искажения формы огибающей амплитуд, возникает также 
псевдо-фазовая модуляция колебания, так как при вращении век- 


255 


= и 


торов РС, и ОС, (рис. 6.7) непрерывно изменяется фаза 0 вектора 
ОЕ относительно фазы несущего колебания э. д. с. (принятой в ка- 
честве исходной). В некоторых случаях это может привести к до- 
бавочным искажениям сигнала. 

Полученные выше результа- 
ты нетрудно распространить на 
любую колебательную систему, 
например на связанные кон- 
туры. Если резонансная кри- 
вая такой системы симметрична 
относительно несущей частоты 
Фо, то правая ветвь этой кри-. 
вой может рассматриваться как 
характеристика коэффициента 
Р” (рис. 6.5). 

Остановимся на некоторых 
особенностях прохождения мо- 
дулированных колебаний через 
двухконтурную систему при 
>. сильной связи контуров. Если 
З коэффициент связи к> кер, 
А где ккр — «критическая» связь, 
и на вход системы подается 
э. д. е, промодулирован- 
ная на 100%, то при частотах модуляции ©, соответствую- 
щих подъемам резонансной кривой (®1 и фз на рис. 6.8), будет 
иметь место «перемодуляция». Это объясняется тем, что амплитуды 
колебаний боковых частот на выходе системы превысят 50% от 


< ш м и 
Ў 
Рис. 6. 


Рис, 6.9. 


амплитуды несущего колебания. Форма выходного колебания при 
перемодуляции показана на рис. 6.9. В точках перехода огибающей 
амплитуд через нуль фаза колебания изменяется на л. При неточ- 
ной настройке контуров, т. е. когда о = =@о, как и в случае оди- 
ночного контура, возникают искажения из-за асимметрии: резо- 
нансной кривой. 


256 


1 


6.5. ПРОХОЖДЕНИЕ РАДИОИМПУЛЬСА С ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОГИБАЮЩЕЙ 
И НЕМОДУЛИРОВАННЫМ ЗАПОЛНЕНИЕМ ЧЕРЕЗ КОЛЕБАТЕЛЬНЫЙ КОНТУР 


Пусть сигнал, определяемый выражением 


$ (1) = с0$ (00/4 Фо) при | 

= 0 при 1< 0 иЁ>т,, } 
подается на вход усилителя, изображенного на рис. 6.3. 
Сначала рассмотрим явления на переднем фронте импульса. ` 


` Входной сигнал в этом случае можно рассматривать как гармо- 
ническое колебание, включаемое в момент # = 0: 


5 (1) =с0$ (в. [--Фо) при и 
= 0 при #<0. 


(6.28) 


(6.29) 


Это означает, что в выражении (6.12) следует считать 


А (#)=1 при {> 0, 

=0 при #<0 

и. кроме того, 
ЖУ 0(0=0. 


Спектральная плотность входного сигнала в соответствии 
с выражением (4.11) 


" і 
9090) = 5 пу 5 50: (6.30) 


В качестве выходной величины, как и в параграфе 6.2, 
примем напряжение на контуре (рис. 6.1). Тогда передаточная 
функция (укороченная) системы определяется выражением (6.6). 
Простота этого выражения, а также выражения (6.30), указывает. 
на целесообразность спектрального подхода к решению задачи. 

Воспользуемся общим выражением (6.16) для комплексной оги- 
бающей выходного сигнала и подставим в него соотношения (6.30) 
и (6.25): 

+оо , 
1 | е% [0] Н 
Ат | т тотоу". 


— 00 


Заменяя 10 на р, переходим к операторной форме 


с--106 7 
1 еР'ар 
іф —————=————————— 
А0 = № т Эп | РИА = тр) * 
є—{і00 
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Подынтегральная функция имеет’ два полюса: ' 


1-Е Ашот 
РЕ = 2% 


р1=0 и р = — 
Вычеты в этих полюсах: 


( } е?* к -) > 
те == ГЕТЕ, = ТЕГА = › 


1 
8 бна), 

ге5, = 1+ ѓДоот 27р Сер 1 Авт ° 

Таким образом, 


Е Ои, я | —е 
Авых (1) =>: Е Е (6.31) 
Заметим, что г 
ф==агс% Да, т=агсва (6.32) 


есть фазовый сдвиг тока в контуре относительно входной э. д. с. 
в стационарном режиме. 

Итак, в соответствии с выражением (6.18), выходной сигнал 
можно представить в следующем виде: 


еы 
т 


| —е ге Ао р 
Звых мау іе ео РЕЕТАВЕЕТ ео! {| — 


{ і ь 

=. 
Е Л 0494 бен) 

Ет | Тот © бе 


5 (ов 5) г. ибин] 
=0 Ке ГР Ат Е ЗЕРИ ; 


После приведения к тригонометрической форме с учетом соотно- 
шения (6.32) получим; - 


№ 
$вых (Ё) = Е [о ЛДЕ Ф) 6" зіп (о, фо Ф)| . 


(6.33) 


Первое слагаемое в квадратных скобках определяет вынужден- 
ное, а второе — свободное колебание. 

Полезно представить 5,ых(1) в виде колебания с медленно изме- 
няющимися амплитудой и фазой. Для этого подставим во второе 
слагаемое 


== — Абу. 
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Тогда, окончательно, 


ву ыу 
$вых (1) ИГЕ (= В (002--фо— Фф) — 


1 

—е = [соз Ад 2 зіп (о, {+ Фо — Ф) — п Ло, с0$ (ө, фо ф)) = 
ааа | 
= У я [1 Е № (66 Ав) ѕіп (5 | Фо — Ф)-Е 


у 5 
+е т зп До Е соз (оу Фи — 9 = 


= Авых (Ё) зт [@ Ё- Фо — Ф Ф (2)]= Аььх (6) ѕіп [024 Ө.х (2)], (6.34) 


где 
Е А: 

Я вых (2) == И. —- де т соѕ Доьѓ е 0 (6.35) 

ойт 
Ру. 
р (2) = агсіс нье пашаа д (6.36) 
1—е —* соз Деу 
Өъых ()=Фо — Ф+%№ (0). „А 


`В выражении (6.34): фо — начальная фаза входного сигнала, 
- ф = агсісЛоот — сдвиг фазы тока в контуре относительно вход- 
ного сигнала и \(1) — переменная часть фазы, обусловленная 
процессом установления. 

То обстоятельство, что в (6. 34) входит ѕіп, а не со$, как в (6.12), 
объясняется съемом выходного сигнала с емкости. 

Решение особенно упрощается при совпадении частот Фо и о}, 
когда Лоо = 0, ф = 0 и Ф(0) = 0. В этом случае 


А (0=06(1 Ес =), | 
Ө.х (1) = Фо 


, | 
в (09 (1—е т) иво о. . (6.347) 


Из этого выражения видно, что при совпадении частот фо и ө, 
огибающая амплитуд выходного сигнала нарастает по закону 
| — е-= независимо от фазы э. д. с.'в момент включения. 

На рис. 6.10 приведены графики нормированной огибающей, 


Пе 
т. е. функции = Утлар т, а на рис, 6.11 — переменной. 
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части фазы Ө; (1), т. е. ф(Ё), для нескольких значений пара- 
метра Авот. 

Из рис. 6.10 видно, что с увеличением расстройки время уста- 
новления огибающей несколько сокращается, причем это установ- 
ление принимает колебательный характер. Частота пульсаций 


0 1 2 3 чи 


Рис. 6.10, 


равна А®,. Это объясняется биением между частотой входного 
сигнала @ и частотой свободных колебаний контура, которая при 
сделанном выше допущении о высокой добротности контура очень 


мало отличается от резонансной частоты @р. 


-7% 


Рис. 6.11. 


Если длительность входного сигнала больше, чем фактическое 
время установления, то к моменту окончания импульса на выходе 
цепи устанавливается колебание с амплитудой 0 (амплитуда вход- 
ного сигнала равна единице) и частотой оо. После прекращения 
действия сигнала на выходе остается одно лишь свободное колеба- 
ние, огибающая которого имеет вид экспоненциально убывающей 
кривой независимо от соотношения частот @о и @р. 
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6.6. ПРОХОЖДЕНИЕ РАДИОИМПУЛЬСА ЧЕРЕЗ ДВУХКОНТУРНУЮ 
СВЯЗАННУЮ СИСТЕМУ . 


Параметры импульса такие же, как и в предыдущем параграфе: 
огибающая прямоугольна, частота заполнения немодулирована и 
равна во. : 


Рис. 6.12. 


Сигнал вводится непосредственно в первый контур в виде э. д. с. 
(рис. 6.12), либо подается на вход линейного резонансного (по- 
лосового) усилителя (рис. 6.13). 

В обоих случаях сигнал снимается в виде напряжения с емкости 
второго контура. 

Рассмотрим наиболее ин- 
тересный для практики слу- 
чай двух одинаковых конту- 
ров, настроенных на частоту 
заполнения импульса 60. 

Таким образом, 


С 5вых (1) 
2 7А 


ру == 0р2 = 0р== 00 


и, кроме того, 
· 01=0=0. Рис. 6.13. 


Для определения передаточной функции К [і (Ао,-9)] восполь- 
зуемся известными из курса «Основы теории цепей» соотноше- 
НИЯМИ. 

Для схемы рис. 6.12: 


РЕ ЗБАРОИОСГ РИМЕ: 
ТЕЧЕН 
_ МА _ {=МЕ\ ? 
До [Пт И ях), 
0. а 179 1, = оМЕ! л 
в С. Э оСз [71 = Гвн А (1 УР Хвн)] (а - ха) ° 
ВЕ РА 
ШЕ Е агара То, вај Е) 889 
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Через гв» И хь, обозначены вносимые вторым контуром в пер- 
вый активное и реактивное сопротивления: 
«М? вам? 
Гон = у Га) вн == — ур Ха 
9+ 05 ) 73 + х5 


Используя условие ВЫСОКОЙ добротности контуров, а также 
учитывая их идентичность, можно написать: 


оз М? - әл М та 


Е = вые” — 02р? . 5 
аа) Го 2 . т Ет] 02 Гра 
Ў «2 М? 9 (0—9) 1 02] М? а ___ Озал 
вн = 72 (1-22) е — = [А * 1+ а? 14: а2° 


.: с ж . с 
Здесь использованы соотношения: Е 


2 (о — өр) І К в Е — 0; 


> >” В а = 
„= 2 (0 — 0 2) Га = заз == га. 


На основании приведенных соотношений выражение (6. 37) 
можно привести к следующему Ел: 


М 


Рон 
я І 
СС Е Е АВ и 
р [+ = — Еа (а 1 ааа) 
Г 02 кф? 4 
# воа а ай 5 РМА Е 
120 ] 2208. ( 
[а + таа [а ТИТО 


Аргумент функции К, (10), т. е. ©, содержится в правой Б 


тв а= 22 04 

Хотя выражение (6.38) выведено для случая И НЯ 
занных контуров, оно может быть распространено на любую маг- 
нитную связь; в случае же электрической (емкостной) связи тре- 
буется поставить знак минус в правой части. 

Для схемы, изображенной на рис. 6.13, передаточная функция 
отличается только постоянным коэффициентом. . Действительно, 
используя очевидные соотношения 


р М 1 1 
0, = — 87. Е; Һ= т 0 т: 0, = тес № 


этого выражения в обобщенной расстройке а = 


И ВЫПОЛНИВ преобразования, аналогичные предыдущим, получим 


әр Ё 
К (0)= К, (19) = ть В: 


пизмЕной © (6.39) 
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= 


І 
Здесь 25р = с — сопротивление первого контура между точ- 


ками а — А (при разомкнутом втором контуре). . 
Ввиду совпадения структуры выражений (6. 38)" и (6.39) 
в дальнейшем будем ‘исходить из обобщеннего а 
передачи 
М. М 


К.09) = гре — ае ае. (6.40) 
тде @=®— 9 Зр 
ор 


Обратимся к определению сигнала на выходе системы. Қак ив 
предыдущем параграфе сначала рассмотрим явления на переднем 
- фронте импульса. При этом задача сводится к включению гармо- 
нической э. д. с. в момент { == 0. Подставив в общее выражение (6.16) 
спектральную плотность $:() по формуле .(6.30) и коэффициент 
передачи К, (2) по формуле (6.40), получим 


+ со 
её ао 


| #3 [420° + (1 + 09)2] 


‘ео 


Авых (= == Зор е 
или в операторной форме Ром» 


Е И еРЁ4р 
Аъ (1) = е М скі) 0р [202+ Е ГЕ 
а 


Полюсы подынтегральной функции: 
ру= 0; рә, з= 10 +129). 


Определяя вычеты по формуле . (5.12), получаем следующее 
окончательное выражение для комплексной огибающей выходного 
сигнала АБ Фо принят равным. нулю): 


А. (0 е трноғ ет 5 уп (60-2 аду, (6.41) 


В частном случае «критической связи», (ЕО = 1) получаем 


$ “5 


Аъ (0) = ий —е * [зіп Е. и] : (6.41 


Как и следовало ожидать, при симметричной настройке двух- 
контурной системы на частоту @, огибающая Аьвы» (1) (в случае 
схемы рис. 6.12) является вещественной (действительной) функ- 
цией от #. 

В случае схемы рис. 6.13, в которой выходное колебание сдви- 
нуто на 90° отнозительно входного, 4,.,(#) является чисто мнимой 
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величиной. Таким образом, выражения (6.41)—(6.41") определяют 
непосредственно амплитуду выходного напряжения при амплитуде 
входной э. д. с., равной одному вольту. 


вых (2) 


А 
График —ү75— ДЛЯ Е0=1 изображен на рис. 6.14 (участок от 
1==0 до Е=т,). 
Рассмотрим теперь явления в цепи в конце импульса, начиная 
с момента {= т,, где -т, — длительность импульса. Ясно, что 
после прекращения действия внешней силы в системе может су- 
ществовать только свободное колебание. Структура этого колеба- 


0 10 2.0 30 40 0 е 


‚ Рис, 6.14. 


ния Легко может быть выявлена, если прекращение импульса 
представить в виде включения в момент { = т, новой э. д. с., ком- 
пенсирующей э. д. с. сигнала. Для этой компенсирующей э. д. с. 
решение имеет такой же вид, как и выражение (6.41); отличие толь- 
ко в знаке, который должен быть обратным знаку правой части 
выражения (6.41), и в сдвиге начала отсчета времени из нуля в 
точку Ё = ти. 

Так как к моменту { = т, затухающую часть выражения (6.41) 
можно считать равной нулю, то огибающая результирующего 
сигнала на выходе для Ё>т, должна иметь вид 


(=) 


А0 = трде т х 
х [5 ѕіп (0 = + с0$ (60 а) ? (6.42) 


Построенный по этой формуле график = для А0=1 


изображен на рис. 6.14. (участок от ѓ>т,). Здесь подразуме- 
вается, что № — действительная величина. 
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6.7. ПЕРЕДАЧА ФАЗО-МАНИПУЛИРОВАННОГО СИГНАЛА 


Наряду с амплитудной модуляцией — непрерывной или им- 
пульсной — в радиотехнике находит применение фазовая 
манипуляция, заключающаяся в скачкообразном измене- 
нии фазы высокочастотного колебания на 180° в определенные мо- 
менты времени. Амплитуда и частота колебания поддерживаются 
при этом неизменными. Временная диаграмма фазо-манипулиро- 
ванного колебания изображена на рис. 6.15, а, а изменение фазы — 


0 т 2% Л, ; 


Рис, 6.15. 


на рис. 6.15, 6. На последнем рисунке фазы 0 и л чередуются пе- 
риодически, однако при передаче реальных сигналов закон чередо- 
вания может быть более сложным. 

Рассмотрим явления в резонансных системах, возникающие в 
моменты скачкообразного изменения фазы входного сигнала. При 
этом мы будем считать, что «тактовые интервалы» между двумя 
соседними скачками фазы Т; намного больше, чем длительность 
возникающих в цепи переходных процессов, так что вполне допусти- 
мо рассмотрение каждого из скачков изолированно от предыдущих. 

Для выявления принципиальной стороны вопроса ограничимся 
простейшим случаем передачи фазо-манипулированного сигнала 
через одиночный колебательный контур, настроенный на частоту 
сигнала 60. " е 

Совместим начало отсчета времени с моментом скачка, как это 
показано на рис. 6.15. Тогда для Ё>0О выходной сигнал на основа- 
нии принципа суперпозиции можно представить в виде суммы: 
а) свободного колебания, оставшегося после прекращения действия 
сигнала, существовавшего при #<0, и 6) нарастающего колебания, 
обусловленного действием нового сигнала при Ё>0, с фазой за- 
полнения, на 180° отличающейся от предыдущего сигнала. 

Пренебрегая различием между собственной частотой контура 
Фсв И резонансной частотой о, мы можем для перечисленных двух 
колебаний написать следующие выражения: 


а: (0) = Ауе 0$ р Ё, 
а, (0) = — А, (1 — е) соѕ о, Ё. 
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а 


Знак минус в правой части второго выражения учитывает опро- 
кидывание фазы на 180°. 
Результирующий сигнал на выходе системы 


Ѕъых (= 1 (0)+а, (0) = (—Ао-- Аое-=*-- Ае) соз о.і 
= — А, (1 — 2е—*) соѕ 0,2. 


Диаграмма выходного сигнала изображена на рис. 6.16. Из-за 
инерционности контура скачок фазы входного сигнала приводит к 
изменению амплитуды выходного сигнала В момент времени 


Рис, 6.16. 


і = р при котором .е-*% = А огибающая обращается в нуль. 
Чем меньше а (или чем выше добротность контура), тем больше ѓо, 
т. е. тем протяженнее процесс установления колебания с новой 
фазой. 

В более сложных колебательных системах, а также при наличии 
расстройки между частотами фо и ©}, картина несколько услож- 
няется: помимо возникновения паразитного изменения огибающей, 
нарушается и характер изменения фазы. Вместо скачкообразного 
изменения получается плавный переход фазы от старого значения 
к новому. 

Способ’ определения структуры выходного сигнала остается 
прежним, только а1(#) и а,(#) в выражении для 5,.,(# будут пред- 
ставлять собой колебания с несовпадающими частотами. Вычислив 
модуль и аргумент суммарного колебания, нетрудно найти оги- 
бающую и фазу выходного сигнала. 


6.8. ПЕРЕДАЧА ЧАСТОТНО-МАНИПУЛИРОВАННОГО СИГНАЛА 


Пусть сигнал на входе избирательной системы имеет вид коле- 
бания, изображенного на рис. 6.17, а. В некоторые моменты време- 
ни частота скачком изменяется от @; до ®, или от ®. до фу при 
сохранении амплитуды неизменной и при непрерывности фазы в 
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моменты скачков частоты. Последнее допущение продиктовано же- 
ланием выяснить в чистом виде влияние на параметры выходного 
сигнала одной лишь частотной манипуляции, без наложения ма- 
нипуляции фазы (рассмотренной в предыдущем параграфе). . 

Совместим начало отсчета времени с моментом изменения часто- 
ты от @ до ©, (рис. 6.17, б) и положим, как ив $ 6.7, что к моменту 
+ = 0 все процессы, связанные с предыдущим скачком частоты, уже, › 
закончены. Таким образом, при #<0 выходной сигнал представля- 
ет собой синусоидальное колебание с частотой о; и постоянной 
амплитудой А’. 


а) 


Рис. 6.17. 


На первый взгляд может показаться, что изменение скачком 
одной лишь частоты входного сигнала при постоянстве амплитуды 
и отсутствии скачка фазы не должно сопровождаться переходными 
процессами. В действительности это не так, поскольку в системах, 
запасающих энергию, переход от одной частоты к другой неизбеж- 
но связан с изменением запаса энергии. 

Основная идея, на которой базируется дальнейшее рассмотре- 
ние, заключается в том, что мгновенное изменение частоты внешней 
э. д. с. эквивалентно выключению старой э. д. с. с частотой @1 
и включению в тот же момент новой э. д. с. с частотой оз. Анало- 
гичный прием был использован в $ 6.7 для скачка фазы входного 
сигнала, однако в данном случае дело несколько осложняется не- 
совпадением частот различных слагаемых. 

Итак, результирующее колебание на выходе линейной системы 


при #>0 
5вых (Й =; (#)+а, (0), 
где 2,(# — свободное колебание, связанное с выключением в мо- 
мент ѓ = 0 «старой» э. д. с., а 


а, — нарастающее колебание, обусловленное включением 
«новой» э. д. с. (с частотой оз). 
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Рассмотрим случай одиночного колебательного контура при 
съеме выходного напряжения с емкости. Резонансную частоту 
контура о, приравняем частоте фо, а скачок частоты 2А® (см. 
рис. 6.17, 6б) считаем симметричным относительно @о: 


91 = — Дю=®, — Доу, 
= {+ Ло=0, + Лоо. 


Тогда при обозначениях $ 6.5 и в соответствии с выражением (6.33) 
можно следующим образом определить свободное колебание: 


и 
721 (2) == а е тт (®р 1-- Фо — Фі). (6.43) 
Заметим, что свободное колебание здесь взято со знаком плюс 
[ср. с выражением (6.33) ], поскольку речь идет о прекращении 
действия старой э. д. с.,а нео включении новой. Кроме того, следует 
иметь в виду, что для частоты ®1 = оо — Ло, которая ниже резо- 
нансной частоты контура, ток в контуре опережает по фазе э. д. с. 
и угол Фф; является отрицательным, т. е. 


ф. = агсір (— Лот) = — агсір Лот. 
Таким образом, обозначив агсіс Лот = Фф, получим: 


і 
а (1) = е6 е " зіп (2 Фо Ф)= 
і . 
== ЕТ е * [соѕфѕіп (о, ЕЕ фо)-Е п Фф соѕ (в, #--Фо)]. (6.43’) 


Для определения а, ({) можно воспользоваться выраже- 
нием (6.33), в котором ®, должна быть заменена на частоту 
новой э. д. с., т. е. на о, а угол ф, как и в (6.43), следует 
определять выражением ф=агсіс Лот. 

Итак, 


т Х 
4 
х [ып (о, фо 9) е7 5 зіп (о ф— 9). 


После подстановки @= РАФ это выражение приводится 
і 
к виду: 


а, (2) - Уря [соз (До! — Ф) зіп (94+ фо) 
Ы 
+ ѕіп (До? — Фф) со5 (0,2-4 Фо) — е * [соѕфзіп (о + Фо) — 


— 5іп ф соѕ (0р +} а (6.44) 
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Просуммируем выражения (6.43') и (6.44): 


Ѕвых (2) = [соз (ЛоЁ — Ф) ѕіп (ор Е фо) 


9 
УГ- Дола 
в: 
= |ба (АЕ — ф)--2е “эт "| с0$ (0 Ее = 
= А) зіп [о фо. (6.45) 


Огибающая А(#) и переменная часть фазы 1(Ё) выходного 
сигнала определяются выражениями 


в. м Й 
Уел 
у ЗЕ т. ан 28 
4 14-4е ° ѕіпф ѕіп(Лоѓ — ф)--4е * ѕіп2ф, (6.46) 
ї 


т (Ао 9) рде 5 ві 
№ (Е) =агсів ао ме. (6.47) 


Основной интерес в данном случае представляет закон изме- 
нения частоты выходного колебания: 


од, +40 = о Ао (0. 
Выполнив дифференцирование, находим 


1— 2е—° зто [= с0$ (Доѓ — ф) — эт (Доѓ — ө] 


1+ 4е—° зіп ф [їп (До — ф) фе“ зіп $] ро 


Ло (1) = Ао 
1 
Здесь а= — . 
Выражение (6.48) может быть упрощено, так как 


а 1 


Ло Дет = сів Ф 


и числитель дроби приводится к виду 
1 — 2е—° ѕіп ф | о с0$ (Доѓ — ф) — ѕіп (Лоѓ — 9 = 


= 1 — 2е <" соѕ До, 
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Итак, окончательно, относительная расстройка 


у — 2°(0 _ 1 — 2е—* соѕ До/ ын 
Ао 1-р 4е—° зіп ф [зіп (доѓ — 9) е іп $] 
Ач 
1—2е Ё соѕ До 
= — Лог — Лог А (6.49) 
Т2 4е 72 ЕУ Ь Э 
Ао 


где обозначено 6 = т 


Графики У(Ло/і) для нескольких значений параметра 6 постро- 
ены на рис. 6.18. 


у 


2,0 


- 10 


Рис. 6.18. 


Заметим, что полоса пропускания контура, определяемая по 


Е 1 7 
ослаблению сигнала до — от резонансной частоты, равна 2а = 


У? 
= <. Следовательно, параметр б есть не что иное, как отношение 


полного скачка частоты сигнала 2А® к полосе пропускания 2а. 
На рис. 6.19 в качестве независимой переменной выбрана вели- 
чина оф соответственно чему уравнение (6.49) принимает форму 


1— 92е соѕ (Баѓ) 


ЕТТ МНА 
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Следует при этом иметь в виду, что ѕіп ф = На том же 


С едр. 
ЕЧ 
рис. 6.19 построена кривая Үд=1 — е“, соответствующая про- 
цессу установления амплитуды тока при включении в контур 
э. д. с. с частотой оо, равной резонансной частоте контура. На 
рис. 6.19 масштаб для функции Уд, которая изменяется от нуля 
до единицы, нанесен справа. 


Рис. 6.19. 


Из рис. 6.19 видно, что при 6 < 0,5, т. е. когда < 05, 


процесс установления частоты практически не отличается от про- 
цесса установления амплитуды при внезапном включении э. д, с 
Заметное расхождение кривых У и Уд наступает при ё > 0,5. 
Для полноты картины рассмотрим еще вопрос об изменении 
амплитуды выходного сигнала. 
Подставив в выражение (6.46) 


А 
Дот" = 0, чпф= 
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получим 


А0 = ут х 


Б Б 
х ет (1 зіп До — сов Аш) + ате г. (6.50) 


г 
Графики функции УТ А(Доћ для некоторых значений пара- 
метра 5 приведены на рис. 6.20. Эти графики показывают, что при 


үт 
0 
20 
15 
10 
25 
Е, В РАЕН НН 
0 120° 240° 360% До 


Рис. 6.20. 


5>0,5 процесс установления частоты сопровождается значитель- 
ными амплитудными изменениями. При 6 = 1, т. е. в случае, ког- 
да девиация частоты достигает границ полосы пропускания конту- 
ра, изменение амплитуды доходит до —25% от установившегося 
значения. 


Ао 
Неравенство 6 = = <0,5 можно принять в качестве условия 


монотонного нарастания До(1) и отсутствия значительных ампли- 
тудных изменений. Длительность же тактового интервала Ті (пе- 
риода манипуляции, рис. 6.17) должна быть достаточно велика по 


. 1 
сравнению с постоянной времени контура т = 6 


Как видим, последнее требование не отличается от случая амп- 
‚литудной импульсной модуляции, 
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6.9. ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТОТНО-МОДУЛИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ЧЕРЕЗ ИЗБИРАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 


В .$ 6.4 было показано, что при синусоидальной модуляции 
амплитуды передача колебания через контур, точно настроенный 
на несущую частоту, не сопровождается изменением формы оги- 
бающей; имеет место лишь ослабление глубины модуляции. 

При частотной модуляции неравномерность амплитудно-час- 
тотной и кривизна фазо-частотной характеристик оказывают более 
сложное влияние на параметры выходного колебания. Даже при 
‚ синусоидальной модуляции частоты спектр колебания обычно со- 
держит очень болышое число пар боковых частот. Нарушение 
нормальных амплитудных и фазовых соотношений между отдель- 
ными парами боковых частот приводит к искажению закона мо- 
дуляции даже при полной симметрии характеристик цепи отно- 
сительно несущей частоты колебания. 

Влияние цепи может сказаться: 

— в искажении закона изменения мгновенной частоты и мгно- 
венной фазы колебания; . 

— в изменении амплитуды полезного частотного отклонения в 
зависимости от частоты модуляции © и Б 

— в возникновении паразитной амплитудной модуляции. . 

При детектировании колебаний с помощью частотного детектора 
напряжение на выходе приемника пропорционально изменению 
мгновенной частоты колебания. Поэтому искажение закона изме- 
нения мгновенной частоты в колебательных контурах передатчика и 
приемника приводит к нелинейным искажениям сигнала, прояв- 
ляющимся на выходе детектора в виде добавочных напряжений с 
частотами, кратными основной частоте модуляции 9. 

Второе из отмеченных выше изменений параметров частотно- 
модулированного колебания приводит к неравномерности частот- 
ной характеристики радиолинии с ЧМ и, следовательно, к частот- 
ным (линейным) искажениям сигнала. 

Рассмотрим воздействие электродвижущей син, частота ко- 
торой изменяется по закону 


о (В = оо + ©, соѕ 92, (6.51) 


на резонансную колёбательную систему. Амплитуду э. д. с. Ёо 
считаем строго постоянной, так что 9. д. с. можно представить вы- 
ражением (см. $ 4.4) 


е (1) = Бо соѕ (о? т ѕіп ОВ. 
Комплексный коэффициент передачи цепи обозначим через 
К (в) = Кю)". 


Примерный ВИД модуля К(©) и фазы Фф(о) для обычной резо- 
нансной системы. изображен на рис. 6.21, а. Так как выбран знак 
плюс перед ф(®), фазовая характеристика ф(®) обладает отрица- 
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тельным наклоном в полосе прозрачности цепи. Частотный спектр. 
и график изменения мгновенной частоты @(/) входной э. д. с. по- 
казаны на рис. 6.21,:6 и в. Колебательные системы обычно настраи- 
ваются на среднюю частоту модулированного колебания, поэтому 
рис. 6.21 и дальнейшее 
рассмотрение относятся к 
случаю 


®р — о. 


Для нахождения коле- 
бания. на выходе цепи мож- 
но, в принципе, воспользо- 
ваться таким же способом, 
как и в случае амплитуд- 
ной модуляции (см. $ 6.4). 
При этом необходимо’ 
учесть. изменение амплитуд 
и фаз для каждой из пар 
боковых частот э. д. с. в 
соответствии с кривыми 
К(о) и Ф(о). Подобный 
метод, . вполне точный, 
пригоден, однако, лишь 
при очень малых индексах 
модуляции, т. е. в случае, 
когда состав спектра ЧМ 
колебания мало отлича- 

Рис. 6.21. ется от АМ колебания 

(см. $ 4.6). В практи- 

ке, однако, чаще всего 

приходится встречаться с модуляцией, характеризующейся столь 

большим числом составляющих в используемой полосе частот, что 

применение спектрального метода сопряжено с большими, иногда 

непреодолимыми трудностями вычисления. В таких случаях при- 

ходится прибегать к приближенным методам, позволяющим, хотя 

и не вполне точно, находить колебание на выходе цепи по заданно- 

му закону изменения мгновенной частоты э. д. с. и по заданным 

частотно-фазовым характеристикам цепи, без разложения э, д. с. 
в спектр. 

Эти методы, называемые методами «мгновенной частоты», ос- 
нованы на допущении о медленности изменения частоты. Частота 
модуляции считается настолько малой, что амплитуда и фаза ко- 
лебания на выходе цепи в каждый момент времени могут быть без 
большой погрешности определены по частотной и фазовой харак- 
теристикам цепи так же, как и в стационарном режиме. Таким об- 
разом, принимается, что установление стационарных колебаний 
на выходе происходит почти одновременно с изменением частоты 
на входе. цепи. 
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Эти предпосылки тем ближе к истине, чем больше период моду- 


2п 
ЛЯЦИИ 5 и чем меньше постоянная времени цепи т. Так как по- 


следняя обратно пропорциональна полосе пропускания цепи 2Доо, 
то одним из условий применимости метода мгновенной частоты яв- 
ляется неравенство 


[6] 
к «1. 


При одной и той же частоте © скорость изменения мгновенной 
частоты э. д. с. зависит от амплитуды частотного отклонения од, 
поэтому соблюдения только этого неравенства еще недостаточно. 


Должны быть наложены ограничения и на отношение 2. Более 
«о * 


подробное рассмотрение и показывает, что если х2 меньше или 
0 


близко к единице, то метод мгновенной частоты обеспечивает вполне 
достаточную для практики точность. . 

При выполнении перечисленных условий напряжение на вы- 
ходе цепи можно определить с помощью выражения 


Ивых (0) = Во Ке (е (9 К(іо)) = Е, К (о) Ке [е 190+ ы, 


где 4() = @ѓ -- т ѕіп ОЁ — полная фаза э. д. с. на входе цепи 
(см. $ 4.4), а 
Ф (о) — аргумент коэффициента передачи цепи. 
Из этого выражения видно, что амплитуда выходного напря- 
жения изменяется по закону 


И (1) = Е, К (о) = ЕК (о, + о, соѕ 98, 
а мгновенная частота по закону 


а а 
Ф (0) = 21-4. 


Так как первый член в правой части этого выражения пред- 
ставляет собой мгновенную частоту входной э. д. с. ®(, то 
величина 


характеризует влияние рассматриваемой системы на частоту вы- 
ходного колебания. При выполнении оговоренного выше условия 
медленности модуляции величина &(1), как правило, мала по срав- 
нению с вл. 


Итак, 
@вых (2) = © (1) -- 8 (0). (6.52) 


1 См. Гоноровский И. С. Радиосигналы и переходные явления 
в радиоцепях. Связьиздат, 1954. : 
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Если известно уравнение фазовой характеристики ф(@), то, 
подставив вместо о в соответствии с выражением (6.51) величину 


(1) = оо -- ®, с0$ 9 
и дифференцируя по $, получим общее выражение для # (#): 


Е( = а [9 (оо + 05 22000 (6.53) 


При периодической модуляции частоты &(#) является также 
периодической функцией времени и может быть разложена в ряд 
Фурье. Так как при настройке системы на среднее значение вы- 
нуждающей частоты фо фазовая характеристика обычно антисим- 
метрична относительно ®о, то ряд Фурье содержит одни лишь не- 
четные гармоники ©, 39, 50 и т. д. Учитывая, наконец, что при 
изменении частоты по закону (6.51) производная ф, т. е. &(#, явля- 
ется нечетной функцией времени, приходим к выводу, что ряд 
Фурье содержит одни лишь синусоидальные члены, т. е. 


Е (2) = & зп 9Е-- @ зіп ЗОЁ- ..., (6.54) 


где 61, &з, ... и т. д. — амплитуды гармоник функции #(2). 
Подставляя выражение (6.54) в (6.52), получаем 


вых (2) == о 4- о, с05 92 -- &, ѕіп О? - &, п 392 - ... => 


ао + Ив? + #2 соз (9—1) + & зп 39 - ...= 
2 + ©, с0$ (07 — ү) -- &; чп ЗО, (6.55) 


Слагаемое & под знаком радикала рари как величина выс- 
шего порядка малости по сравнению с о>, 

Сопоставление выражений (6.55) и (6.51) позволяет сделать 
вывод, что влияние цепи на выходное колебание заключается в 
запаздывании фазы сообщения на угол ү, определяемый выра- 
жением 


ү = агсів Е А 
од 


и в возникновении нечетных гармоник в законе изменения мгно- 
венной частоты. 

Как отмечалось выше, наибольшее значение имеет обычно по- 
следнее обстоятельство. 

Приложим полученные результаты к двум случаям: одиноч- 
ному колебательному контуру и двухконтурной связанной системе. 
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1. Одиночный контур 


Подразумевая под К(іо) отношение комплексной амплитуды на- 
пряжения на конденсаторе к амплитуде э. д. с., вводимой после- 
довательно в контур, получаем 

1 . 
; С. 
ат 
К = Ея 
Учитывая, что 
0 — 00 = 0, С05 9 


И пренебрегая изменением Ф в числителе, так как ®д обычно очень 
мала по сравнению с оо, можем написать 


Е © = 0 З 
ттге В о 
где | 

ф = — |= 4 агсіє (о, тсоѕ 91 З 


На основании соотношения (6.53) находим 


Оодт зщ 9 
= к. а = 1+ 25а 03? Оф" (6:58 


НАЯ формулу (2. 6), находим 


с | 
А = [50 п 01 40/, 
0 


217 
8. |? (8) зіп 30/29. 
0 


га 2 
Произведя интегрирование, получим следующие окончатель- 
ные формулы для амплитуд первой и третьей гармоник функ- 


ции (2): 
Р 8 = (Ив — 1), (6.58) 
р (6.59) 
Е 
Здесь 
ере г 
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Далее, · по формуле (6.55) находим фазовый сдвиг для сооб- 
щения: : 


б 2 Та 

у = агсів 21 агсір (ИТ фота —1)|. . (6.60) 
«д тодт х: 

Теперь нетрудно определить коэффициент нелинейных иска- 

жений по третьей гармонике, который получится после детекти- 

рования частотно-модулированного колебания. Для этого нужно 


ра 1 05 10 15 «АТ 
Рис, 6.22. 


разделить амплитуду &з третьей гармоники функции #(2) на ам- 
плитуду од основной частоты © [см. формулу (6.59) |]: 


(6.61) 


График зависимости тКз (о, т) изображен на рис. 6.22. При 
от < 1 формулы (6.60) и (6.61) приводят к простым соотноше- 
ниям: 

у— От, (6.60) 


о 0 (6.617) 


4т 


При от 1 (но т> 1), т. е. при девиации, почти равной 
полосе пропускания контура, формулы (6.60) и (6.61) дают: 


0,8 
= › Кз = — ——. 


т 


Итак, в условиях, когда метод мгновенной частоты применим, 
предельные искажения в одиночном контуре не превышают долей 
процента. 
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Нетрудно найти амплитудные изменения выходного колебания. 
Для этого можно воспользоваться резонансной кривой контура 


и произвести построение, показанное на рис. 6.23. Нетрудно ви- 
деть, что основная частота изменения огибающей амплитуд И вдвое 
превышает частоту модуляции ©. 


2. Система из двух связанных контуров 


В данном случае под К({) подразумевается отношение комплек- 
сной амплитуды напряжения на конденсаторе второго контура к 
амплитуде э. д. с., вводимой в первый контур. Используя формулу 
(6.40) 

ИЕ. ое" ЧР. 
По ор) <] Ф 2198 — 
а ПО И И Ч 
— 128 01 — (о — орут] Ф (ор), 


представим коэффициент передачи в виде 
К (іо) = К (в) е!* ©, 


К (іо) = 


где 
2 (о — ор) т 
ра) = атс тр ор) 


А 
Учитывая, что «@р == в, и, следовательно, 


0 — @р =) соѕ Оѓ, 


а также имея в виду «критическую связь» (80 = = 1), перепишем 
выражение для ф(®) в форме 


2 5 01 
Ф (6) = — ас Асов ой, (6.62) 
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откуда 
20одт зіп 9 (2 + 62 1? соѕ? 0/) 


44 01 т 054 91 


а 
0 = 5 = (6.63) 
Для сравнения с одиночным контуром ограничимся малыми 
величинами „т «< 1. Тогда вместо выражения (6.63) можно на- 
писать 
2 12 со520/ 
Е (1) = Оо, тзіпо/ (; Е. (6.63) 


Сравнивая это выражение с формулой (6.57), которая при 
малых @,т может быть представлена в виде 


Е) == Оо тзіп 9Е(1 — од т? соѕ? 00), — 


приходим к выводу, что в случае двух связанных контуров (&9=1) 
коэффициент нелинейных искажений в два раза меньше, чем при 
использовании каждого из контуров порознь. Это, естественно, 
вытекает из того факта, что полоса пропускания двухконтурной 
системы при А0 = 1в У2 раз больше, чем у одного контура. Если 
исходить из одной и той же полосы пропускания, для чего по- 
требуется в случае связанной системы увеличить тв У раз, то 
искажения будут в У2 раз больше, чем в одном контуре 1. 

‘Проведенное в настоящем параграфе рассмотрение охватывает 
случай относительно медленного и «узкополосного» изменения ча- 
стоты, не выходящего за пределы полосы прозрачности цепи. 

В современной радиоэлектронике большое распространение по- 
лучили также устройства, в которых используется качание частоты 
колебания в широких пределах. Этот вопрос рассматривается в 
следующем параграфе. 


6.10. КАЧАНИЕ ЧАСТОТЫ Э.Д.С., ДЕЙСТВУЮЩЕЙ 
НА ИЗБИРАТЕЛЬНУЮ СИСТЕМУ 


Пусть входная э. д. с. определяется выражением. 
е (#) = соѕ С + 2) при 2 > 0. (6.64) 


Амплитуда этой э. д. с. постоянна и равна единице, а часто- 
та изменяется по линейному закону 


ЧЕ і +5) 
со скоростью В. 


1 При А0< 1, т. е. при очень слабой связи, искажения по величине 
приближаются к искажениям в системе, состоящей из двух разделенных 
контуров. 2 
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Требуется найти напряжение на выходе избирательной цепи, 
обладающей заданными резонансной частотой и полосой прозрач- 
ности. Подобная задача часто встречается в различных радиоэлект- 
ронных устройствах, использующих качание частоты по пилооб- 
разному закону (приборы для анализа амплитудно-частотных ха- 
рактеристик избирательных систем, анализаторы спектра сигна- 
лов и др.). Каждый пробег частоты э. д. с. через полосу прозрач- 
ности цепи при пилообразном изменении’ можно при некоторых 
оговоренных ниже условиях рассматривать как воздействие э. д. с., 
определяемой выражением (6.64). 


РН 


с?) 


Г 


Е шр 2Даљ= 2а: 


Ф; 


Рис, 6.24. 


Применение спектрального метода ввиду сложной структуры 
спектра э. д. с. в данном случае нецелесообразно. Более эффектив- 
ным является метод интеграла наложения (см. $ 6.3). Имея в виду 
использование выражения (6.23), конкретизируем избирательную 
цепь и соответствующую ей импульсную характеристику. 

Для облегчения выяснения сути метода, а также принципиаль- 
ной стороны явлений мы ограничимся случаем одиночного коле- 
бательного контура. В качестве выходной величины примем на- 
пряжение ивых (1) на емкости контура. Тогда импульсная харак- 
теристика цепи в соответствии с выражением (6.21) равна 


Е (1 = ©све—° ЗП @св Ь (6.66) 


а изменение частоты входной э. д. с. относительно полосы проз- 
рачности контура имеет вид, показанный на рис. 6.24. Через АЕ 
на этом рисунке обозначено время пребывания мгновенной частоты 
©(1) в полосе прозрачности контура, равной 2%, .= 20 (на 
рис. 6.24 полоса заштрихована). Частота ®., приравнена Ф. 
При сигнале е(1) и импульсной характеристике 5(1), определя- 
емых выражениями (6.64) и (6.66), входящие в общее выражение 
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(6.23) величины А(?, С(1, 0(1) и ү (№ принимают следующий вид 
[см. определения (6.12), (6.21) и (6.29) 1: 


А (2) = 1 при #20, 


=0 при {< 0; 
8 (1) = ое- ое; 
(0 вв а (6.67) 
0 (2) = о при #20; 
п 
70 == 


Тогда выражение (6.23) принимает для рассматриваемой задачи 
следующую форму: 


Щъых (0) = "2. (е 6—5) зіп іе —о)х +0 оі | 4х. (6.68) 
. 0 


В этом выражении ®, заменено на @:, а пределы интегрирования 
взяты с учетом условия (6.67). 


\ Запишем выражение (6.68) в. форме, более удобной для инте- 
грирования: 


# Вх? А 
[1 " 1 — + [9—1 (о –-о,)] х 
Ивых (1) = ое Іт иене ЕРМЕ а). (6.69) 
Здесь Іт обозначает мнимую часть. 
Показатель степени в подынтегральном выражении целесо- 


образно ДополВИтЬ до квадрата суммы: 


бй а (оз) 4 


-(у:+4) -в- 43, 


а — і (ор — ә) 


у, (6.70) 


5 = уха 


° После этого выражение (6.69) приводится к виду: 


і в 9 
іар :—4: { «(Уз жа) а = 


0 


где 
а= 


Ивых (2) = т е [т 
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| ИЗ 
© 2 то } а 
> = е т у йе р 4 | ее 4Е | = 
а Ь 
ив 
И Зы а 
© о о. 2—42 2 з 
= те п ГЕС "Ей { её 6 (6 а5|{. (6.71) 
Е 0 0 ) 


Входящие в это выражение интегралы вероятностей от комп- 
лексного аргумента непосредственно не вычисляются. 

Существуют, однако, таблицы следующих функций, выражаю- 
щихся через упомянутые выше интегралы !: 


2 
.@-=*" (1+7 У еа), (6.72) 


Основываясь на этой табулированной функции и обозначая 
верхние пределы нужных нам интегралов через 


$ _&— (ор — ә) 
д, 6.73 


В В а—і (ер — ә) 
А: се рау Ч 90 еи (6.74) 


получаем: 


нана ИЕ ырә ИЕ, 


Подставим эти выражения в (6.71): 
АЕ 2 


е 0р: ага (оте ея о (2) —0(21)]). (6.75) 


1 


1 Фаддеева В. Н. и Терентьев Н. М. Таблицы значений 
интеграла вероятностей от комплексного аргумента. Гостехиздат, 1954. 
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Это выражение может быть приведено к виду: 
Ивых (Ё) = О (1) соѕ С + = + 0] ь (6.76) 


где огибающая И( выходного напряжения и фазовый сдвиг Ф(/) 
5 {2 
относительно входной э. д. с. соѕ (9и + Е) зависят как от пара- 


метров колебательного контура, так и от Єкорости изменения ча- 
стоты В. 


а(@) 


Рис. 6.25. 


Промежуточные преобразования и некоторые подробности при- 
ведены в приложении Ш. 
Результаты вычисления огибающей (( для нескольких зна- 


чений параметра —= при допущении, что о; = 0, изображены 
графически на рис. 6.25. По оси абсцисс отложена величина 
обобщенной расстройки 


л 246 (1 
а() = — 2, (6.77) 
где величина 
До (0) = о (0) — о, = В — о, (6.78) 
представляет собой мгновенную разность между частотой э. д. с. 
и резонансной частотой контура. 

При линейном изменении ©@ (#) обобщенная расстройка а (2) 
пропорциональна времени, причем в момент { = 0 Ло (0) = — о}, 


5 [а] 
а (0) = — 20, а в момент {= В соответствующий прохожде- 
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нию @ (2) через значение резонансной частоты контура, Ло (1,)=0, 
а (1,) = 0. 


Верхняя кривая на рис. 6.25, соответствующая ут 9 


(скорость изменения частоты В -> 0), представляет собой обычную 
резонансную кривую, снимаемую в стационарном режиме. 


7 
а(Е) 
Рис, 6.26. 


С уменьшением параметра у (с увеличением В) резонансная 
кривая «размывается» и становится несимметричной. Кроме того, 
после прохода частоты ®(Ё через резонансную частоту контура 
при достаточно высокой скорости В в огибающей (/(#) наблюдаются 
осцилляции. Это объясняется сложением вынужденных колебаний 
(с частотой внешней э. д. с.) с собственными колебаниями контура. 

Рис. 6.25 построен для линейно нарастающей частоты (В >>0). 
В случае линейного убывания частоты (В<0) получается картина яв- 
лений, изображенная на рис. 6.26. Отличие от предыдущего случая 
заключается .лишь в том, что с увеличением # мгновенная частота 
пробегает через полосу прозрачности контура справа налево [рас- 
стройка а(1) изменяется в сторону убывания]. 


ГЛАВА 7. 


ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ С ЗАДЕРЖКОЙ 


7.1. СВЯЗЬ МЕЖДУ АМПЛИТУДНОЙ И ФАЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ. 


Анализ прохождения сигналов через линейные системы осно- 
вывается на передаточной функции К(ю) или на тесно с ней свя- 
занной импульсной характеристике 5(1). Комплексная функция 
К (10) содержит в себе амплитудно-частотную и фазо-частотную 
характеристики цепи. На выходной сигнал оказывают влияние обе 
эти характеристики; в тех случаях, когда требуется точное вос- 
произведение формы сигнала, амплитудная характеристика должна 
быть равномерной в полосе частот сигнала, а фазовая характери- 
стика — линейной (наклон фазовой характеристики не должен 
зависеть от частоты). А 

Хотя эти требования к характеристикам очевидны и неодно- 
кратно ранее упоминались, раздельно их влияние не рассматри- 
валось. 

Возникает следующий вопрос: можно ли управлять одной из 
характеристик, не изменяя другую, или же между ними имеется 
однозначное соответствие? Этот вопрос представляет для радио- 
электроники большой практический и научный интерес, особенно 
при решении задач, связанных с синтезом цепей по заданным час- 
тотным характеристикам. 

Поскольку амплитудная и фазовая характеристики четырех- 
полюсника представляют собой соответственно модуль и аргумент 
комплексного коэффициента передачи К(іо), вопрос сводится к 
установлению связи между модулем и аргументом комплексной 
функции, обладающей следующими свойствами: а) конечное число 
полюсов я б) отсутствие полюсов в правой полуплоскости перемен- 
ного р = с -- іо и на мнимой оси. Как известно из теории линей- 
ных цепей, этими свойствами обладает любой пассивный четырех- 
полюсник, а также активный четырехполюсник, содержащий 
«зависимые» источники энергии 1. 


1 Источник называется зависимым, если создаваемые им э. д. с. или. 
ток пропорциональны напряжению на входе четырехполюсника. 

Примером зависимого источника может служить источник э. д. с. џЕџ 
в схеме замещения электронного усилителя (см. $ 5.4). 
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Поставленный выше вопрос приводит к одной из наиболее 
сложных проблем теории функций комплексного переменного. Зна- 
чительно более простой задачей является выражение действитель- 
ной части передаточной функции через мнимую или мнимой через 
действительную. : 

Поэтому целесообразно вместо коэффициента передачи К(р) 
рассматривать функцию Ө(р), связанную с К(р) соотношением 


Ө (р) = шК(р). (7.1) 
На оси частот эта новая функция. принимает вид 


Ө (іо) = Іа К (іо) = Ш [К (о) еѓ? ()] = 


= ШК (©) -- $ (©) = А(®) 4- іф (о). - (7.2) 
Действительная часть этой функции 
А (о) = ШК (©) (7.3) 


называется логарифмическим затуханием четырехпо- 
люсника, 
Учитывая, что 


К (©) =е^®), | (7.4). 


комплексный коэффициент передачи цепи можно представить 
в форме 
К (іо) ты еө (о) р а" (5)-ЫФ (ә), (7 5) 


Определяемая выражением (7.2) комплексная функция Ө(іо), 
характеризующая логарифмическое затухание, а также изменение 
фазы в четырехполюснике, может быть названа постоянной 
передачи четырехполюсника по аналогии с термином, приме- 
няемым в теории длинных линий. · 

После перехода от функции К(іо) к функции ®9 (2) задача сво- 
дится к установлению связи между А(®) и ф(0), т. е. между дей- 
ствительной и мнимой частями комплексной функции Ө(іо). 

Воспользуемся для этого следующим равенством, доказываемым 
в теории функций комплексного переменного: 


м 


р 809 өбмар _1 1 + өы) 4 (4) 
р =) Р то ® 
2 { р (о 7 { тегер. (7.6) 
с—ісо —ісо ` 


Путь интегрирования в левой части этого выражения совпа- 
дает с осью іо(с- 0), с обходом точки іо; справа. Первое слагаемое 
в правой части представляет собой половину вычета в точке іо, 
т. е. интеграл по полуокружности бесконечно малого радиуса г. 
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Действительно, на этой окружности функция Ө(р) с точностью 
до бесконечно малых высшего порядка равна 9 (1), а знаменатель 


равен 
р — №: = ге, 


так что 
ар == ге аф. 
Поэтому 
г” өр) г (94) 
р 22 іо Ри 
Б ре дее а дь ем ар 


# (о;—ғ) 
1 я 7 1 - 
= 51) Ө (іо) п = 5 Ө (№). 


Второе слагаемое — это интеграл по 
мнимой оси с исключением особой 
точки ію; (главное значение интег- 
рала). 

Следует иметь в виду, что с уве- 
личением р (по модулю) и при усло- 
вии, что ВКе(р) > 0, функция Ө(р) 
стремится к нулю, Поэтому интеграл 


от функции, — т, 9 Е по дуге бесконеч- 
1 


но большого радиуса №, лежащей в 
правой полуплоскости, равен нулю. 
Это дает основание заменить интег- 
рал, стоящий в левой части равен- 
ства (7.6), интегралом по замкнутому 
контуру, показанному на рис. 7.1. 
Наложим условие, что функция 
Ө(р) не имеет полюсов в правой полу- 
плоскости р. Тогда по теореме Коши 
Рис. 7.1. этот интеграл равен нулю. Приравни- 
вая левую часть в (7.6) нулю и 
заменяя Ө(ѓо) по уравнению (7.2), приходим к следующему выра- 
жению: 


І 11 Аа тут 
21400) 0р (90-а [о | 2202-0. 


Разделяя действительные и мнимые части, получаем 


1 А (о 
Фо) = т | а, 
е : 
А) = — 2 { 2-09. до, 
—со 
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Мы пришли к преобразованиям Гильберта (см. $ 4.8). Функ- 
ция А (в) является сопряженной (по Гильберту) функции ф (в). 
Так как А (0) есть четная, а ф(®) — нечетная функция, то 


+оо оо 

| 222-4 А +===)4= 
о — 0 о — в —®— оу 

— оо 0 


г (о) а г 1 1 
ф (©) а® _ т. АЕ 
| о — 61 > $) (=; ===) 4 = 
— со 0 


г. 1 1 г оф (о 
н е ив 
0 0 


Подставляя эти результаты в предыдущие выражения, приходим 
к следующим окончательным формулам 


20 г А (® : 
ф(@1) = =“ 5 48, (7.7) 
} 
9 со 
А(®,) = —2 { К, ао, (7.8) 
Ет 


Итак, фазовая характеристика Ф(@,) при какой-либо фиксиро- 
ванной частоте ®, выражается через логарифмическое затухание 
А(о), причем последнее интегрируется в пределах от о = 0) до 
Ф = оо. То же относится и к логарифмическому затуханию. Таким 
образом, для определения одной из характеристик на какой-либо 
частоте требуется знание изменения другой во всем частотном диа- 
пазоне. 

Переходя в выражении (7.7) от А(®) к К(®) по формуле (7.3), 
получаем искомую зависимость между фазовой и амплитудной ха- 
рактеристиками: 

[ее] 


Ф(ш) = 20 ( Кууду 2 009) 


п © — оү 


Оговоренное ранее условие отсутствия полюсов функции Ө(р) 
в правой полуплоскости равносильно условию отсутствия полю- 
сов и нулей функции К(р) в этой же полуплоскости (так как в точ- 
ках плоскости р, где К(р) равно нулю, ШК (~) обращается в —ос). 
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Можно поэтому сформулировать следующее важное положение: 
однозначное соответствие между амплитудной и фазовой характе- 
ристиками имеется только у четырехполюсников, коэффициент пе- 
редачи которых К(р) не имеет нулей в ‘правой полуплоскости ком- 
плексного переменного р = с + іф. 

Четырехполюсники, отвечающие этому условию, называются 
минимально-фазовыми. К таковым относятся обычные 
колебательные системы, фильтры, цепные и другие схемы, в кото- 
рых отсутствуют перекрестные связи. 

неминимально.- фазовым относятся мостовые и 
некоторые другие специальные цепи. 

Условие отсутствия полюсов К (р) в правой полуплоскости для 
пассивных четырехполюсников (не содержащих источников энер- 
гии) не требует дополнительных пояснений. Требование же отсут- 
ствия нулей в правой полуплоскости, а также смысл термина «ми- 
нимально-фазовый четырехполюсник» будут пояснены в следующем 
параграфе. 

Остановимся на некоторых свойствах амплитудных и фазовых 
характеристик минимально-фазовых четырехполюсников. 

Из рассмотрения выражений (7.7)—(7.8) видно, что величины 
интегралов определяются характером изменения А(@) и ф(®) вблизи 
частоты ®1, так как при удалении о от ®, абсолютная величина дро- 


би Ш ый быстро убывает. 


Заметим прежде всего, что интеграл от этой дроби, меняющей 
свой знак в точке ® = @;, взятый в пределах от 0 до оо, равен 
нулю 1. Если поэтому допустить, что для некоторой физической це- 
пи затухание А(о) = А,, т.е. является постоянной величиной для 
всех частот от 0 до со, то 

со 


$ (о!) = — = №; 2 = 0. 
т 
о . 

Следовательно, равномерное для всего диапазона логарифми- 
_ческое затухание (а следовательно, и равномерную амплитудную 
характеристику) можно получить только для цепи, фазовая харак- 
теристика которой равна нулю, т. е. если цепь состоит из чисто 
омических сопротивлений. 

С другой стороны, добавление к затуханию А(о) постоянной 
величины А, не изменяет фазовой характеристики, так что выра- 
жение (7.7) может быть записано в более общей форме: 


ф (®:) = = | Е (9) — 40 о, 


Я : 
« БИН 1 
с 


1 Имеется в виду главное значение интеграла с исключением особой 
точки. 4 
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Физически это означает лишь изменение масштаба амплитудно-ча- 
стотной характеристики с помощью, например, усилителя, обла- 
дающего равномерной амплитудно-частотной характеристикой, или 
с помощью делителя напряжений (потенциометра), составленного 
из чисто омических сопротивлений. (В первом случае А, нужно 
брать со знаком плюс, во втором — со знаком минус). 

Можно также показать, что если вблизи рассматриваемой час- 
тоты Фу функция А(®) изменяется слабо, то определяемая выраже- 
нием (7.7) фазовая характеристика изменяется линейно; участкам 
же диапазона с относительно быстрым изменением А(®) соответ- 
ствует нелинейное изменение ф(о). Иными словами, участкам с 
равномерной амплитудной характеристикой соответствует линей- 
ная фазовая характеристика. 

Кроме того, при прохождении К(о) через максимум, т. е. в по- 
лосе прозрачности цепи, наклон фазовой характеристики отрица- 


телен |2) <0]. Соответственно при прохождении через минимум 

(в полосе непрозрачности) наклон фазовой характеристики поло- 

жителен ао) 0 Эти положения хорошо иллюстрируются, в 
ЕГ . р риру , 


частности, амплитудными и фазовыми характеристиками колеба- 
тельных систем, рассматривавшихся в предыдущей главе (см., 
например, резонансную кривую и фазовую характеристику ко- 
лебательного контура на рис. 6.21,а). 


7.2. НЕМИНИМАЛЬНО-ФАЗОВЫЕ ЦЕПИ 


В настоящем параграфе рассматриваются четыреҳполюсники, 
у которых амплитудная и фазовая характеристики между собой не 
связаны. Как уже указывалось ранее, для этого нужно, чтобы пере- 
даточная функция обладала одним или несколькими нулями в пра- 
вой полуплоскости переменного р. 

Из общей теории цепей известно, что передаточная функция 
любого линейного (пассивного) четырехполюсника может быть 
представлена в виде следующей дроби: 


(р— ро) (2— 61) (0 — род (р Роз): (р Рот) (0—Роһ) 
(р— рп) (р— Ра) (Р— Рпг) (0— Рио). - „(р — Рип) (7 — Роа) 
(7.10) 


К (р) = В 


Здесь р=о-Н®р— комплексная переменная; 
Роз, ро: — первая пара комплексно-сопряженных нулей 
. Функции К (р); 
Роз, роз — вторая пара ит. д., а 
ра, Ри! — первая пара комплексно-сопряженных полюсов 
° функции К (р); 
Ра» Раз — вторая пара полюсов и т. д. 
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Полюсы функции К(р) могут быть расположены только в левой 
полуплоскости переменного р. Это объясняется наличием потерь 
в реальных пассивных цепях. В «идеальном» четырехполюснике без 
потерь полюсы располагаются на мнимой оси. 

Нули функции К(р) могут быть расположены как в левой, так. 
и в правой полуплоскости р. ь 

Далее, нули и полюсы могут быть либо действительными .(рас- 
положенными на оси о), либо комплексно-сопряженными, как 

т это показано на рис. 7.2. 

Для выяснения особен- 
ностей цепи, передаточная 
функция которой обладает 


0) 


Рис. 7.2. ` Рис. 7.3. 


нулями в правой полуплоскости, рассмотрим сначала простей- 
ший случай, когда имеется всего лишь один нуль. 

Пусть передаточная функция четырехполюсника имеет вид 

К В Р— ро Я 
(р) р (7.11) 

где ро — вещественная положительная величина, а 

Рп: — тоже вещественная, но отрицательная величина. 

Определяемая выражением (7.11) функция К(р) имеет один 
полюс в точке р = ри, расположенной на оси св левой полу- 
плоскости, и один нуль в точке р = рь на правой полуоси в 
(рис. 7.3). ] ў 


‚  Умножим числитель и знаменатель в выражении (7.11) на (р + 
+ Рот). Тогда 


бе р № ро Р-— ро = у Е 
= Р— ра р ро К. (р): Къф (р), (7.12) 
где через 


Ку (р) = В 525и 19) 


обозначена передаточная функция минимально-фазового четырех- 
полюсника (поскольку нуль передаточной функции Ку (р) распо- 


ложен в точке р = — роз, т. е. в левой полуплоскости), а через 
Г = Оаро 7.1 
СНА ге З а 
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— передаточная функция четырехполюсника неминимально-фа- 
зового типа. | 

Правая часть выражения (7.12) соответствует передаточной 
функции двух каскадно соединенных четырехполюсников. Сле- 
довательно, рассматриваемый четырехполюсник с коэффициентом 
передачи К(р), определяемым выражением (7.11), может быть за- 
менен эквивалентным каскадным соединением двух четырехполюс- 
ников Кыф(р) и Къ(р) (рис. 7.4). 


Рассмотрим подробнее второй четырехполюсник Кнф(р). Пере- 
ходя от р к ію, запишем эту функцию в виде 


К.ф (іо) = Ер (7.15) 


Так как ро — действительное число, то модуль этой’ функции 
равен единице на всех частотах от в=0 до а= о; 
Аргумент же равен Я 


Ф (9) = аге (іо — ры) — аге (®- ро) = — агсіс к а 
— агсір а = — 2 агсір с 


.Таким образом, коэффициент передачи 


—12 агсіє 2. 


Кау (о) = е ры. 


‚ Итак, четырехполюсник с коэффициентом передачи вида (7.15) 
представляет собой цепь, пропускающую (равномерно) все: часто- 
ты от 0 до оо. 


Примером физической реализации подобной цепи является мо- 
стовая схема, изображенная на рис. 7.5, а. 
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При выполнении условия 2,2,= К? коэффициент передачи 
этой схемы! 


К =. (7.16) 


Рис. 7.5. 


г д той 
тос И 20 = ір и, следовательно, 


= К? (рис. 7.5, 6), коэффициент передачи 


В частности, когда 2, = 


іо — 5 
К(о) = —— = ебә), — (7.17) 
іо 4 СР 
где 
ф (о) = — 2 агсісоС№. · (7.18) 


Отсюда видно, что между амплитудной и фазовой характери- 
стиками рассматриваемой цепи не существует никакой связи. Из- 
меняя элементы С и А (при соответствующем подборе [, из условия 
ИС = Ю?), можно управлять наклоном фазовой характеристики 
при неизменной амплитудной характеристике, равной единице. 
Можно также изменять фазовую характеристику системы, соеди- 
няя каскадно несколько четырехполюсников мостового типа. При 
этом амплитудная характеристика остается неизменной. 

Принципиально иначе обстоит дело с четырехполюсником Къф(ѓФ), 
полученным после исключения нулей из функции К( р). Изменение 
фазовой характеристики этого четырехполюсника неизбежно свя- 
зано с соответствующим изменением амплитудной (и наоборот). 


1 См. Атабеков Г. И. Теория линейных электрических цепей. 
Изд-во «Советское радио», 1960. 
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Можно поэтому под «минимально-фазовой цепью» подразуме- 
вать систему, из фазовой характеристики которой удалены все 
слагаемые, не связанные с амплитудной характеристикой 1. 

Мостовые схемы, равномерно пропускающие все частоты, на- 
ходят широкое применение в технике связи в качестве фазокор- 
ректирующих устройств. . 

Кроме мостовых схем к неминимально-фазовым цепям относят- 
ся некоторые ‘специальные устройства балансного типа, схемы с 
перекрестными связями, а также длинные линии без потерь, ра- 
ботающие на согласованную нагрузку (см. $ 7.5). 

Обычные многозвенные четырехполюсники относятся к мини- 
мально-фазовым цепям и на них распространяются установленные 
в $ 7.1 соотношения между амплитудной и фазовой характери- 
етиками. 


7.3. МОСТОВАЯ СХЕМА КАК УСТРОЙСТВО ЗАДЕРЖКИ 


В любой инерционной, запасающей знергию системе имеет ме- 
сто задержка сигнала. Во многих практических задачах радио- 
электроники требуется создание искусственной задержки, которая 
используется для соответствующей обработки сигнала, а также для 
формирования ‘сигналов специальной формы. 

Мостовые схемы, равномерно пропускающие все частоты, поз- 
воляют осуществлять преобразование фазовой структуры спектра 
сигнала при сохранении неизменной структуры амплитудного 
спектра. Эти ценные свойства мостовых схем могут быть исполь- 
зованы для осуществления задержки, величина которой зависит от 
положения спектра сигнала на оси частот. Иными словами, мосто- 
вые схемы позволяют осуществить частотно-зависимую задержку. 

Условимся под величиной задержки № подразумевать абсо- 
лютную величину наклона фазовой характеристики при частоте о 


[см. формулу (2.51)] 


о) = |. (7.19) 


1 и термин «минимально-фазовая цепь» появился в работах 
Боде (см. Г. Боде, Теория цепей и проектирование усилителей с обрат- 
ной И. Изд-во иностранной литературы, 1948), который рассматривал: 
передаточную функцию как отношение входной величины к выходной. 
В этом случае фазовая характеристика мостовой схемы является положи- 
тельной [см. выражение (7.17)] и исключение нулей из функции К (р) 
приводит к уменьшению фазовой характеристики цепи. При общепринятом 
же определении передаточной функции исключение нулей из функции К (р) 
приводит к увеличению аргумента. 

Таким образом, укоренившийся термин «минимально-фазовая цепь» 
находится в противоречии со словами «наибольший аргумент». ь 

Приведенное в тексте истолкование понятия «минимально-фазовая цепь» 
обходит это затруднение. 
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Для мостовой схемы «первого порядка» (рис. 7.5, 6), обладающей 
одним нулем на плоскости р, при фазовой характеристике (7.18) 
подобная зависимость имеет вид 


1 


`или, учитывая, что № = 2 
УТС 
(о) = 2726, а 28 (7.20') 


0 () 
С 


представлен на рис. 7.6. 


График — == 


Рис. 7.6. 


Особого интереса подобный ход зависимости задержки от час- 
тоты не представляет. Значительно более интересны свойства фа- 
зовой характеристики мостовой схемы второго порядка, показан- 
ной на рис. 7.7, а, на которой 2. и 2, представляют собой коле- 


Са 
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бательные контуры без потерь, как это показано на рис. 7.7, 6, 
настроенные на одну и ту же частоту, т. е. 


а сопротивления плеч 


м! ѓо’ , С 
рис д Аа 
(а= 00 
Если выполнено условие 2,2, = Ка, т. е. К = 28, то коэф- 


фициент передачи этого четырехполюсника в соответствии с вы- 
ражением (7.16) 


| іо 
каш А-а бы) Ви) 
САФ. ру го АС. (©? — ә?) Біо 
Си (92 — 2) 


д 
Подставляя в это выражение А = рез окончательно по- 
а 
лучаем 
И ть са (02 — о?) — іо 


= но 
УТС (ан) н 8 (00 


К(®) = 


Аргумент числителя дроби равен 


о 


УБЕ 


Фф = — агс 


а знаменателя — 


[9] 
фз = агс4е Увы). 


Следовательно, фазовая характеристика четырехполюсника 
(рис. 7.7, 6) | 


Ф (©) = Фу — ф2= — 2 агсір УБЕ) 
М : а р 


(7.99) 


Из равенства резонансных частот контуров Ё,„, С, и 1, С, 
вытекает соотношение 
Ча Со 


п а 
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Таким образом, 
ТС к н. абр: 


Подставляя это равенство в выражение (7.22), окончательно 
получаем 


о 


9 (6) = — 2 ас УВ) = — 2 агі Ул = = 
== 


р 
= — 2 агсіс У А м (7.23) 


— п? (о) 


Здесь обозначено 


п (в) = == 


Вид фазовой характеристики (для #=0,1) изображен на рис. 7.8 
[кривая |ф(®)| соответствует абсолютной величине Ф(@)]. На 
этом же рисунке показана первая производная фазовой характе- 
ристики, определяющая величину задержки: 


—_ [44| _ 1 |а| 2У# ІФ п? 
нь ар [41| в (1— п)? 4 лп? (7.24) 


Из рисунка видно, что по обе стороны от резонансной частоты 
звена фр имеются относительно широкие области (на рис. 7.8 заш- 
трихованные), в которых задержка & почти линейно изменяется с 
частотой. По отношению к сигналу, спектр которого укладывается 


І Ам о 
27 ат һ=01 Ра 
[ 
10 М 
М 
я \ 


7 


я? 


25 


р #0 


с 


22 


Т^ 


№ 5 
0 ПО 2,0 п= Кор 
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в одну из этих областей, система обладает частотно-зависимой за- 
держкой (т. е. имеет место дисперсия задержки). 

Зависимость величины задержки & от частоты является резуль- 
татом нелинейности фазовой характеристики ф(®). Для количест- 
венного учета этой нелинейности можно воспользоваться представ- 
лением уравнения фазовой характеристики в виде ряда Тейлора по 
степеням разности ® — оо, где ®, — рабочая точка на фазовой 
рее: 


9 (6) = (9) + (42), (0—9) + (21), ә = 


= (60) —1 (00) (о — оо)--7 (о) (© — оо)? --... (7.25) 


Первое слагаемое в правой части определяет фазовый сдвиг 
на частоте 0, т. е. на несущей частоте сигнала, а второе — фазовый 
сдвиг, обусловленный задержкой &(®) = | ә: Так как этот 
сдвиг пропорционален о — оо, то при передаче сигнала со слож- 
ным спектром влияние второго слагаемого ограничивается задерж- 
кой всего сигнала на величину &(®о) без изменения структуры 
сигнала. С точки зрения влияния ф(х) на фазовую структуру сигна- 
ла основной интерес представляет квадратичное слагаемое фазо- 
вой характеристики. Рассмотрим поэтому подробнее коэффициент 
ү (оо), равный 


0) = (25). - | (7.26) 


Дважды дифференцируя по о выражение (7. 23), приходим к 
следующему результату: 


АУЕ _ (3— А — 22 — п*) 
мага Е. ПИЯ мир, 67% 
Напомним, что 
Га — == Сь. = АВ 
== А С п әр • 


Абсолютная величина коэффициента ү достигает максимума при 
значениях Им = =, приведенных в следующей таблице 1: 
р 


Совмещая несущую частоту сиг- 
нала Фу с частотой лор, т. е. А | пм 
настраивая контуры фильтра на 
2) 
частоту Фр = д, получим наиболь- 


шее возможное (при выбранном 
параметре А) значение ||. 


макс! о2 
р 


0 1,125 2,69 
25 1,115 10,36 
125 | 1,08 21 


1 Кгопегё В. Пиршзуегбісћёцпе, Масһгісһіепіесһпік, Ва. УП, Ар, 
1957, Ней 4. 
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Следует отметить, что приведенная на рис. 7.7, б мостовая схе- 
ма, требующая обеспечения строгой симметрии относительно точки 
нулевого потенциала (т. е. земли), неудобна для реализации. В 
практике применяются несимметричные звенья, которые по своим 


2, 


НЫ 2 


° характеристикам — амплитудной и 


фазовой — эквивалентны скрещен- 
ной схеме рис. 7.7 и в то же время 
свободны от указанного выше недо- 
статка. 

Одна из таких схем изобра- 
жена на рис. 7.9. Переход от сим- 
метричной мостовой схемы (рис. 
7.7, а) к эквивалентному звену, 
показанному на рис. 7.9, осущест- 
вляется по формулам: Р 


1 


2,= 100—2). (7.28) 


Здесь 2» — произвольное сопротивление. 
Само собой разумеется, что этот переход реализуем при усло- 
вии, что физически реализуемы элементы 12, и 24. 


72 


а 
10 9 


Рис. 7.10. 


Поясним это на примере схемы рис. 7.7, 6б. Задаваясь произволь- 
ным шт и основываясь на соотношениях (7.28), схему рис. 7.9 
можно представить в несколько более развернутой форме, пока- 


занной на рис. 7.10, а. 


На рис. 7.10, 6 эта же схема построена применительно к ис- 
ходной симметричной мостовой схеме (рис. 7.7, б) при условии, 
что 2„ = М. На рис. 7.10, б индуктивности Ё, и Ги представ- 
лены в виде эквивалентной индуктивности Г, —Ёи в ветви ди 


Га (— Гл) 


в виде индуктивности Г, = Г. в ветви 2... 
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Так как результирующие индуктивности не должны быть отри- 
цательными, то условие реализуемости перехода от схемы рис. 7.7, 6 
к схеме рис. 7.10,6 можно записать в виде следующего не- 
равенства: 


ти 


Для получения необходимой величины квадратичного слагае- 
мого в фазовой характеристике обычно требуется каскадное вклю- 
чение большого числа звеньев. ‘ 

Этот вопрос будет рассмотрен во второй части. 


7.4. ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ФИЛЬТРА 
С КВАДРАТИЧНОЙ ФАЗОВОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 


Рассмотренное в предыдущем параграфе звено, фазовая харак- 
теристика которого на отдельных участках частотного диапазона. 
содержит квадратичные слагаемые, позволяет осуществлять ин- 
тересные преобразования сигналов. Для выявления этих возможно- 


ЕА а ЫЕ, 
01) і 
| 
В| 
ВЕНЫ 
— р 
| | 
| | 
і | 
а --- -—- 
Кг (4%) 
Рис. 7.11. 


стей определим импульсную характеристику устройства (рис. 7.11), 
представляющего собой сочетание идеального полосового филь- 
тра и мостовой схемы второго порядка. І 

Коэффициент передачи идеального полосового фильтра зададим 


в форме 
Куо) = е (0—9) при оо —Лоу<о<оо--Ло,, г 


= 0) при <<, —-Лоџ и > Лор. Е, 


Здесь #, — наклон идеализированной (линейной) фазовой ха- 
рактеристики, 2А, — полоса прозрачности полосового фильтра. 

Коэффициент передачи мостовой схемы в соответствии с фор-. 
мулами (7.21) и (7.25) представим в форме 


Ко (іо) = 6-08 о-ө оа), (7.30) 
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Здесь опущена постоянная фаза. ф(®,), а также использовано 
условие, что в полосе частот 2Ло,, пропускаемых первым фильт- 
ром, фазовая характеристика достаточно точно воспроизводится 
линейным и квадратичным членами в выражении (7.25). 

Знак минус в показателе степени учитывает отрицательный 
наклон фазовой характеристики. Кроме того, предполагается, что 


2 : 
величина: (29) является отрицательной величиной, так что 
ү является ее модулем. 

Определим напряжение 2;(/) на выходе первого фильтра и на- 
пряжение р,(/) на выходе второго фильтра при подаче на вход в 
момент і = 0 единичного импульса э. д. с. (й. По существу 6,(#) 
есть импульсная характеристика полосового фильтра, а с,(/) — 
всего устройства, изображенного на рис. 7.11. 

Используя выражения (5.16) и (6.9), сразу получаем 


о,|-49о 
21 (9 = Ке! | К; (оу ей фор = 
о — 400 
оо+Доо У 
= ке} | е оона д 1, (7.31) 
о0о — Ёоо 


Сделав замену переменной интегрирования 
0 =0 — 0, 
приходим к выражению, аналогичному выражению (6.19): 
Ао 
51 (1) = Ке 1 ег, | е!8 @—#4) 49 р = 
е —Ао, 
её Ао (1—1) е Ао (2—1,) 
(2—4) | 


= ве [1 еѓоо # 


2Аю, т Доо (2 — ѓу) 2Дод _. м 
== Е. соѕ оо = = ѕіпс [Лоо (1—1) ] соѕ оо. (7.317) 
Здесь введена специальная функция 


о УЇп х 
5ПС Х = 


График р; (К) изображен на рис. 7.12. 
Амплитуда импульса равна 200 
мая по первым нулям огибающей, равна 


‚ а длительность, определяе- 


п 1 
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Как видно из выражения .(7.31’), на выходе первого фильтра 
(с линейной фазовой характеристикой) напряжение обладает посто- 
янной частотой заполнения, равной резонансной частоте фильтра 
©. Влияние фазовой характеристики приводит к задержке им- 
пульса на величину № относительно момента приложения входного 
импульса. _ 

Обратимся к определению напряжения &.(й на выходе всего 


устройства. 


0, (2) 


Рис. 7.12. - 


Для этого вновь используем выражение (7.31), в которое вместо 
коэффициента передачи подставим 


К, (іо) К, (іо) =е-й: (0—9) е1 0 (Фо +1 о о)а] — 
= е— 11 (®— во) -Н(-Ь») (0—00)] е (7892, 8), (7.33) 
Здесь обозначено © = ® —®» ТЕ = |і — и задержка 


в обоих фильтрах при частоте вх. 
Таким образом, 


оо Доо 
в) = веј | епәча оен дә) = 
Фо 40 о 
+Доо А | 
| е 119:—(7—4) 8] 40 }. (7.34) 


— 3 


ео # 


= Ве 


т 


Дополним показатель степени до полного квадрата: 
02 — ( — і) = у? —( — і.) о —- 4— 42 


= (Изо — 4)? — 2°, 
где 
2—1 
а == 3. 7.35 
| 7. (7.35) 
Тогда выражение (7.34) может быть записано в форме 
1 (во 43) м 
две е0 0—4) о - 
== Ао 
Утдо,—а 
а а) БР 
тут у 


Учитывая, что 


Ут Аоо—а 


Цой 42 = ү С(уъ Ло – 0) —1 =, З (И тоу), 


еа ру с(уъло +4) 


— (Улоо 4) 


га. ү 2-8 (Ито + 4), 


С (х) = УЕ {аунау 
0 

= УЕ (ауу 
0 


— интегралы Френеля, приводим выражение (7.34’) к виду 
#2 (0 = е Ке [ег (о Е (утдо – 4) +С(ИзАщ + а) — 


— (8 (Уу До, — 4) +8 (Ит до, 4))]] Е 
= А (0 соз С 2 —$ | (7.36) 


где 


304 


“Здесь огибающая 


А0 = у аы. 


Ет [5 Е (У А+ к (7.37) 


и фаза 


$ (УзА — 57) +3 (УзА + и 
а) ера 2) 


Наиболее интересен случай, когда выполняется условие 


ИтЛо, Ф 1. (7.39) 


Именно этот случай и рассматривается ниже. 
Функции С (х) и $5 (х) при больших значениях аргумента х 
почти постоянны я, геи 0;5. 


Поэтому пока 8 уУуЛо, огибающая ме в соответ- 


Ф» = агсір (7.38) 


ствии с а (7.37), 


2 1 
А( = а 6 
а ЕС | 
а при Ут > И? До, она убывает до нуля. 


Ход графика УлуА(й для У уло = 5 Их! изображен на 

"рис. 7.13.А (#) в пределах — ъло, < ре У үЛо изменяется 
Т 

1 Следует отметить, что формула (7.38) полностью аналогична форму- 


ле (4.50). Нужно только переменную # — 2, заменить на ш— 00. 
Для перехода от формулы (7.38) к (4.50) нужно, в соответствии с соот- 


` ношением (7.41), заменить 1 на эд ® Кроме того, приравнять Дов вели- 


чине өд [см. пояснение к формуле (7 .43)]. 
Действительно, тогда 


ау Ута Иа 


тычут) 


[см. формулу (4.47)]. 
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весьма незначительно, так что огибающую выходного импульса 
можно считать близкой к прямоугольной. В этих же пределах 
величину ф., определяемую формулой (7 38), можно считать 


Ф» == агс 1 = = соп$. 


и 
Следовательно, аргумент косинуса в выражении (7.36) прини- 


мает вид 
т 
б 


ЕЕ 2 
Фо С — 


УлуА(е) 


Рис. 7.13. 


а мгновенная частота заполнения выходного напряжения соот- 


ветственно равна 
в 


о() = 0 = + 09 


т (7.40) 


Итак, внутри импульса частота заполнения изменяется по линей- 
ному закону со скоростью 


1 
В = 27° (7.41) 
Так как длительность импульса, в соответствии с рис. 7.13, 
равна : 

т, = 4\Авх, (7.42) 
то полная девиация частоты заполнения за время импульса 
равна 

1 
Вт, х= эт т 47 До, == 2До,. А (7.43) 


Таким образом, измененце частоты равно полосе пропускания 
фильтра, включенного перед мостовой схемой. 

В результате приходим к диаграмме выходного напряженйя 
(при амплитуде на входе 1 в), изображенной на рис. 7.14 для поло- 
гоу коэффициента ү и, соответственно. положительной ско- 
рости 
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- 5 1 
При ү <0 частота линейно убывает со скоростью В = 5. 


Сопоставление трех функций — входного импульса 8(Й, им- 
пульса на выходе полосового фильтра ©1(1) и на выходе цепи с 
квадратичной фазовой характеристикой 2.(1) — позволяет выявить 
раздельно преобразование сигнала в каждом из звеньев. 

Напомним, что дельта-функция обладает равномерным спект- 
ром, равным единице, в бесконечно широкой полосе частот. 

Первое звено, обладающее в полосе прозрачности ЭЛ, равно- 
мерной амплитудной и линейной фазовой характеристиками, выде- 
ляет из бесконечного входного спектра гармонические составляющие, 


> Му 


Рис. 7.14. 


которые в сумме дают на выходе колебание, изображенное на 
рис. 7.12. В момент Ё == /; все эти компоненты суммируются в фазе. 
Этим и объясняется, что величина пика пропорциональна полосе 
прозрачности фильтра 2Лоо. Второе звено, пропускающее равно- 
мерно все частоты, оказывает влияние исключительно на фазовые 
соотношения в спектре сигнала. В результате получается относи- 
тельно длинный импульс, показанный на рис. 7.14. Ширина спект- 
ра этого импульса такая же, как у импульса на выходе первого 
звена; однако эта ширина определяется уже не длительностью им- 
пульса, а изменением частоты заполнения импульса. Так как энер- 
гия импульса не зависит от фазовых соотношений внутри спектра 
(см. $ 2.4), то оба импульса — в:(1) и 2,( — обладают одина- 


ковой энергией. Действительно, удлинение импульса от т = 2. 
ое 
(рис. 7.12) до тг = 4 Лоо (рис. 7.13), т. е. в = 2 Дей раз 
1 
сопровождается уменьшением амплитуды. от 20 до тт тев 
тү 
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сата 2 ЕТТТ А; 
А ук А, 
половинной степени отношения длительностей, как и требуётся 
для сохранения энергии (некоторое различие-в коэффициентах 
объясняется различием форм огибающих &;( и 2;(0)1. 

Аналогичный результат получается и в случае «гауссова» фильт- 
ра с коэффициентом передачи (см. $ 5.6): 


раз. Таким образом, =* снижается пропорционально 


К; (іо) = е 0—90) е— И (9—00), (7.44) 
включенным перед мостовой схемой с квадратичной фазовой харак- 
теристикой. 

Импульсная характеристика подобного соединения 
82 (0 = 


Й 


+ о 
— Ве в ее (0—00) е— Е [№ (9—90) т (0—00)2] № (оу | == 
Е -—— со 
1002 а 
= Ве] 2 | п 0). (7.45) 


— 00 


Вычислив интеграл [аналогично тому, как это было сделано 
в $ 2.7 и в настоящем параграфе при выводе формулы (7.36)1, по- 
лучим ‘ 
а (1—2,) 


т у 
919) соз [оо 5 в), (7.46) 


1 1 
ут кри" 
где 

1 
фе о агсів т; = Ы-НЫ. 


Из этого выражения видно, что мгновенная частота заполнения 
импульсной характеристики 


1—1, 
оО = ө) т = 


изменяется по линейному закону со скоростью 


ее 18 
В = саро (7.47) 


Огибающая же импульса изменяется по «гауссову» закону. 
Длительность импульса, определяемая на уровне т от амплитуды 
(см. $ 2.7), равна 

5—— 
т, = 2 з («| 7). (7.48) 
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Отсюда следует, что полная девиация частоты заполнения за 
время импульса 


1 ЕТ 1 
Вт, = потр 2 7 У 2 = 2 Утур (7.49) 


Учитывая, чт 


у = есть половина полосы пропускания 
а 

фильтра [см. выражение (7.44)], а также что уло? = 5 1 
[см. условие (7.39), получаем 


Вт, = И 2 Лоо. ‚ (7.49') 

Итак, полная девиация частоты внутри имшульса в случае 
гауссова фильтра несколько меньше, чем в случае фильтра с прямо- 
угольной амплитудной характеристикой [см. формулу (7.43)]. 

Случай гауссова фильтра, весьма близкого к реальным поло- 
совым фильтрам, имеет большое практическое значение. 

Полученные в данном параграфе результаты используются 
в технике построения «оптимальных фильтров» при обработке им- 
пульсов с частотно-модулированным заполнением. Этот вопрос 
будет рассмотрен во второй части. 

Рассмотренная выше схема может служить моделью устройства 
для формирования импульсов с линейно изменяющейся частотой 
заполнения, основанного на применении элементов с квадратичной 
фазовой характеристикой. В качестве таких элементов, помимо 
мостовых схем, могут быть использованы любые устройства, обла- 
дающие линейно зависящей от частоты задержкой. 

Из проведенного выше рассмотрения следует, что в любой изби- 
рательной линейной системе, фазовая характеристика которой 
обладает квадратичным членом, переходные процессы сопровож- 
даются линейным изменением частоты. 


. 


7.5. ПЕРЕДАЧА РАДИОСИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ИДЕАЛЬНУЮ ЛИНИЮ,. 
СОГЛАСОВАННУЮ С НАГРУЗКОЙ 


Цепи с распределенными постоянными обладают существенными 
особенностями при передаче через них сигналов. Главная особен- 
ность — это задержка сигнала на время, пропорциональное длине 
линии. | | 

Рассмотрим сначала случай свободной от потерь («идеальной»): 
однородной линии, нагруженной на конце омическим сопротивлением 


Р, равным волновому сопротивлению Й = |742 где Г и С — индук- 


тивность и емкость на единицу длины линии (рис. А 15). 
При В = № линия полностью согласована с нагрузкой. Это 
означает, что у конца линии отсутствует отражение волн и энергия 
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сигнала передается от источника к нагрузке при помощи бегущей 
волны, распространяющейся со скоростью 


боф (2.50) 


Важно отметить, что в случае отсутствия потерь скорость о 
не зависит от частоты © э. д. с., питающей линию. Это обстоятель- 
ство позволяет трактовать изображенную на рис. 7.15 схему в виде 
четырехполюсника, коэффициент передачи которого равен 


Қ (іо) = е!* (0). (7.51) 
Модуль коэффициента передачи равен единице на всех частотах, 
так как в отсутствие потерь затухание волны вдоль линии равно 


е(1) | и б=0 | | ивых() 


А 
Рис. 7.15. 


нулю и амплитуда напряжения И на выходе линии равна амплиту- 
де э. д. с. Е на входе линии. 

Аргумент же коэффициента передачи при длине линии / и ско- 
рости распространения о равен 


Ф (6) = — о = в, (7.52) 
где 
а 
= = =ТУІС (7.53) 


-— величина задержки, т. е. время, необходимое для пробега вол- 
ной расстояния /. 
Таким образом, выражение (7.51) может быть записано в форме 


1 
А —іо — З $ 
К (ію) =е 5 =е т“, (7.54) 
Из этого выражения следует, что линия без потерь, нагруженная 
чисто омическим сопротивлением № = №, является идеальной 
линией задержки, пропускающей равномерно все частоты от 0 
до оо. Величина задержки, независимо от частоты сигнала, равна 


== Э1/ГС: 
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Поскольку фазовая характеристика эквивалентного линии че- 
тырехполюсника совершенно не связана с модулем коэффициента 
передачи (который равен единице на всех частотах), то изображенная 
на рис. 7.15 цепь должна быть отнесена к неминимально-фазовым 
цепям. 


7.6. ЛИНИЯ С ПОТЕРЯМИ 


При наличии потерь необходимо учитывать затухание волны 
при движении ее вдоль линии. При этом оказывается, что основные 
параметры линии зависят от частоты. 

В основу анализа прохождения сигнала через линию можно 
положить уравнения, известные из теории линий: 


0, (р) = А! (р)е—1* + Аз (р) ет, 
1. (р) = е-и — Аз) сы. (7.55) 


В этих выражениях 


т (о) = У(Е-+ 5) ((- С); | 
Баа зна (7.56) 
(0) = У (А+ 20) (0-- Ср) 
— постоянная распространения; 

г Ю а Гію 

У (о) = у ссе: 
= (7.57) 

Мй л 


— волновое сопротивление линии; 
І, С, Р.и а — индуктивность, емкость, сопротивление и прово- 
димость на единицу длины линии; | 

х — расстояние рассматриваемого сечения линии от ее 
начала; 
(, (р) и Г,(р) — изображения (по Лапласу) напряжения и тока 
в линии (на расстоянии х от начала). 

Первое слагаемое в правой части первого уравнения (7.55) 
является операторным изображением падающей волны, распростра- 
няющейся от источника сигнала, а второе слагаемое соответствует 
отраженной волне, движущейся в обратном направлении. 

Постоянные А,(р) и 4,(р), зависящие от приложенной к линии 
э. д. с. и от условий нагрузки линии, имеют смысл напряжений (точ- 
нее, их лапласовых изображений) падающей и отраженной волн 
в сечении х = 0. 

Во втором уравнении (7.55) соответственно первое слагаемое 
определяет падающую волну, а второе слагаемое — отраженную 
волну тока. 
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Допустим, что явления в линии рассматриваются хронологи- 
чески, начиная с момента появления сигнала на входе линии. Тогда 
на первом этапе процесса установления, от момента і == 0 до момента 
ћһ прихода волны к концу линии, отраженные волны в линии еще 
отсутствуют и в выражениях (7.55) можно ограничиться первыми 
членами. При этом 4,(р) имеет, очевидно, смысл напряжения (точ- 
нее, изображения напряжения) в начале линии. Обозначив это на- 
пряжение через (р) = А,(р), можем написать 


О (р) = Оо (р), 


7.58 
р) = Фе т 


при 0 < ЕЁ. 
Обратимся теперь к выражению (7.56) для постоянной распростра- 
нения ү и приведем его к виду К 


у= И ГР? + (СЕ + СК)р + ОК = 
Р В а св 
-уу р. ( +5) 2+. 


Введя обозначения е 


б == утес’ (7.59) 
тю а 
5=2(2 +2), (7.60) 
Е а 
а баа (7.61) 
представим постоянную распространения в форме 
з= У 8—0. (7.62) 
Тогда уравнения (7.58) принимают вид 
убара 
= ре * ", 
_ ж =—- (7.63) 
1 (р) и бе) е 0 У (64-8) 
при 
е а 


Из выражений (7.63) следует, что поскольку в.общем случае 
постоянная распространения ү сложным образом зависит от часто- 
ты, различные гармонические составляющие сигнала рас- 
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пространяются вдоль линии с различными затуханиями и с фа- 
зовыми сдвигами, не точно пропорциональными частоте. 

Это означает, что при наличии потерь передача сигнала вдоль 
линии может сопровождаться искажением его формы. Степень 
искажений определяется соотношением параметров Р, Г, Си С. 
В частности, при выполнении условия 


эге: | (7.64) 


параметр с` обращается в нуль и постоянная распространения 
равна 


(0) =; тро) = 5.8. (7.65) 


Это выражение отличается от постоянной распространения идеаль- 
% ъ ь 
ной линии только слагаемым .-, определяющим погонное затухание 


линии, причем это затухание не зависит от частоты. Следовательно, 
при выполнении условия (7.64) в линии отсутствуют искажения 
формы сигнала; наличие потерь приводит лишь к ослаблению сиг- 
нала по мере удаления его от начала линии без изменения формы. 
Поэтому линии, отвечающие условию (7.64), называются неис- 
кажающими линиями. 

Хотя с увеличением длины линии одновременно увеличиваются 
фазовый набег и затухание, линию с потерями следует относить 
к неминимально-фазовым цепям (поскольку затухание практически 
не зависит от частоты сигнала). · 

Следует отметить, что использование условия (7.64) актуальна 
для техники связи при передаче низкочастотных сигналов по ка- 
бельным линиям большой протяженности и при наличии значитель- 
ных потерь. 

Применяемые в высокочастотной технике линии обычно характе- 
ризуются малой протяженностью и относительно малыми потерями 
на единицу длины. 

Основными факторами, определяющими ‘искажения радиосиг- 
налов, являются поэтому не потери в линии, а недостаточно точ- 
ное согласование линии с нагрузочным сопротивлением. 


7.7. ОТРАЖЕНИЕ СИГНАЛА У КОНЦА ЛИНИИ 


Рассмотрим отрезок однородной линии длиной [, нагруженный 
на конце произвольным сопротивлением 2(р) (рис. 7.16). Функция 
Е(р) представляет собой изображение Лапласа для произвольной 
э. д. с. е(Ё, действующей при Ё > 0. 

5 1 

Рассмотрение явлений в линии начнем с момента времени й Е, 
когда фронт волны достигает конца линии. При подходе к сопро- 
тивлению 2(р) падающая волна напряжения в соответствии с фор- 
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мулой (7.63) при выполнении условия (7.64) определяется выраже- 
нием (при х = 0 
р 


2 і 
Ф, (р) = Е(р)е ° ‘е, (7.66) 


При определении напряжения на сопротивлении 2(р) необхо- 
димо учитывать отраженную волну, возникающую в точках, где 
нарушается однородность линии. Обозначим отраженную волну на- 
пряжения через #7, (р). 
Тогда напряжение 
(Г, (р) этой волны в точ- 
ке х = / совместно с па- 
дающей волной (7, (р) 
должно удовлетворять 
условию 


Ог (р) = 0. (р)+-0, (р), 
Рис. 7.16. (7.67) 


где (72 (р) — результирующее напряжение на сопротивлении 2(р). 
Подобное выражение можно написать и для токов; 


12 (р) = 1, (р) + И, (р), (7.68) 


0 
где Ір) = 2092 — ток ре сопротивление 2 (р), а /, (р) и 


Г, (р) соответствуют падающей и отраженной волнам токов, при- 
чем согласно выражению (7.55) 


Л (р) 
П (р) ==, 


0, (р) 
1, (р) = И 


Таким ёбразом, выражение (7:68) приводится к виду 


О, (р) 0; (0) — 01, (р) 
2(р) — Р 
ИЛИ 


2 © 02 (р) = О (р) — 01, (р). (7.69) 
Складывая выражения (7.67) и (7.69), получаем 
2 гай 
020) = тр) 220,09) (7.70) 
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Подставляя выражение (7.70) в формулу (7.67), легко найдем 
напряжение 


РА с 
0, = 6 И) = Гр) 0, (р) (7.71) 
Отношение 
_ 2 (р) — р 
Г(р) = 70р) тр 9 


можно назвать переходным коэффициентом отра- 
жения. 


Рис. 7.17. 


Как и при установившемся режиме, переходный коэффициент 
ати Г (р) = 1 для разомкнутой на конце линии [2(р) = оо ] 
Г (р) = —1 для короткозамкнутой линии (2 (р) = 0]. 
Величина (Л, (р) представляет собой изображение для отраженной 
волны. напряжения в точке х = /. При удалении от конца линии 
отраженная волна по аналогии с формулой (7.66) определяется 


выражением 
е 


_0+р)01—х) ИТ 
О, (р) = 01, (р)е = Гр) 0, (р)е о а е «ДИ 


Складывая это напряжение с И, (р), можно найти результи- 
рующее напряжение в любом сечении линии в промежутке времени 


1 21 
ОТ ї = Е лт 


Выражения (7.70) и (7.73) полностью решают задачу определения 
напряжения (или тока) на сопротивлении 2(р) и в отраженной 
волне. Формула (7.70), в частности, показывает, что при определе- 
нии тока через сопротивление 2(р) можно исходить из эквивалент- 
ной схемы рис. 7.17, в которой линия, питающая нагрузку 2(р), за- 
меняется генератором с э. д. с. 20; (р) ивнутренним сопротивлением 


р, включаемым в схему в момент Ё = — 


В антенно-фидерных устройствах для согласования фидера 
с нагрузкой обычно применяются специальные элементы, трансфор- 
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мирующие нагрузочное сопротивление к величине, равной волно- 
вому сопротивлению линии. 

Из предыдущего ясно, что для неискаженной передачи согласо- 
вание должно обеспечиваться во всей полосе частот сигнала. Однако 
это требование не всегда удается выполнить, так как согласующее 
устройство обычно содержит элементы, запасающие энергию (отрез- 
ки линий), и представляет собой поэтому инерционную систему. 

Рассмотрим важную для практики модель. К отрезку линии, 
нагруженному на конце колебательным контуром (рис. 7.18), в мо- 


2411 (1) ГА 


Рис, 7.18. Рис. 7.19. 


мент #= 0 прикладывается напряжение е(і) = Еѕіпо,. Контур на- 


строен на частоту о, и представляет для этой частоты активное со- 
противление. 


Напряжение падающей волны в точке х = / в соответствии 
с выражением (7.66) равно . Е 


Е 1 : 
(0) = Ее УТ 00 (:- =) о 
при 


ея 
о 


Основываясь на формуле (7.70), сведем схему рис. 7.18 к экви- 
валентной схеме рис. 7.19, для которой э. д. с. равна 2 (2). 
Для определения напряжения и, (!) на контуре воспользуемся 
общим выражением (5.6), в котором под Е(р) нужно понимать 
изображение для э. д. с. 2 (1), а под коэффициентом передачи 
К (р) — следующее отношение: З 


АА. 
К) = +20). 
Составим выражение для Е (р). Применяя к выражению (7.74) 
формулу (5.7) и учитывая правило (2.50), получаем 


р! 


8 
——Тае ? 
Е(р = Бе > А 
2 әд фр?" 
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Далее 1% 
ГР Ір 


20) = тусрв суз Гр Ср ° 
Следовательно, 
А 
Кр ер рер“ 


е 1 + (1+) рте) 


Подставляя найденные выражения для Е(р) и К(р) в выра- 
жение (5.6), будем иметь 


2 іо Е: 
с 2Ее 6 1 Е.А г) 
а 


с-—іоо 
Определяя вычеты подынтегральной функции и применяя 
выражение (5.9), получаем (для резонансного случая, когда 


1 
Р УЕ 0 « в): 


В этом выражении 


УР 1 
‚ @ы == 2 Е + =) . 
Г о 
Учитывая, что се" Пр представляет собой резонансное со- 
противление собственно контура, получим следующее окончатель- 


ное выражение: 


ик (0) =2Ее к 5 7 |, Ре, ( =) зіп ео (+ РУ г (7.75) 


Допустим, что контур согласован с линией, т. е. что резонан- 
сное сопротивление контура (в стационарном режиме) равно 


волновому сопротивлению линии. Тогда г = = = 2с и выра- 
р 
жение (7.75) переходит в следующее: 


| | а. 1 
ик (0) = Ее °[1—е св 51п 00 ( = г 0.75") 
при 
1 2 
тз 
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После того как свободное колебание в контуре, вызванное 
Р 1 
ударом падающей волны в момент / = =, затухает, на контуре 


устанавливается стационарное напряжение, соответствующее одной 
лишь падающей волне в точке х = Ы 


_2 е 
шее) Вее апо, (2—2). (7.757) 


Сравнивая выражения (7.75) и (7.75”), можно заключить, что 
время, необходимое для установления режима в согласованной на 
конце линии, определяется постоянной времени резонансного кон- 
тура. При определении затухания контура должно быть учтено шун- 
тирующее действие линии, т. е. а необходимо определять по фор- 
муле 


(+) +. 


Составим выражение для отраженной волны напряжения. Для 
этого можно воспользоваться общей формулой (7.73). В данном 
примере, после того как найдены и (Е) и ик(1), это можно вы- 


полнить проще на основании очевидного соотношения (см. форму- 
лу (7.67)] 


ши, (В) = ик (0) — Ш (1). 


Из сопоставления выражений (7.74) и (7.75") непосредственно 
следует, что у конца линии отраженная волна напряжения будет 


Р А 1 
ш, (2) = — Ее е 14 8) па, (1—-) (7.76) 


а, 
559 


1 
при {>> --, а при удалении от конца линии эта волна изме- 


няется по закону 
5 5 | 1 
Е Е (ОЕА ТА 1-х 
и, = — Ее ° е ° е ь 2) упа, (#— 1 )= 


8 1 
(21-х) а, (1--—)} . 21 —х 
= — Ее ° е “»( 2) по, (#— т ) 


Таким образом, в рассматриваемом примере отраженная волна 
напряжения представляет собой колебание, затухающее как вдоль 
линин, так и во времени. 

Все вышесказанное относится также и к току в линии. 
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Полученные выше результаты имеют большое прикладное 
значение для передающих, приемных, измерительных и других 
радиотехнических устройств, в которых используются цепи с рас- 
пределенными параметрами (антенны, фидеры, волноводы). При 
недостаточно полном согласовании линии с нагрузкой (во. всем 
спектре частот сигнала) возникают отражения («эхо»), искажающие 
передачу. 

Так, например, отражения в антенно-фидерных трактах телевизи- 
онных устройств могут приводить к появлению повторных изобра- 
жений на экранах телевизоров. Уровень эхо может быть оценен 
с помощью рассуждений, аналогичных приведенным в настоящем 


параграфе. 


ГЛАВА 8. 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 


8.1. ПРИНЦИП ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 


В любой системе, находящейся в состоянии равновесия по от- 
ношению к внешней среде, существуют обратные связи. Благо- 
даря этим связям внешнее воздействие на систему вызывает про- 
тиводействие, восстанавливающее ее первоначальное состояние. 
Такие связи могут быть названы отрицательными об- 
ратными связями. Обратная связь, поддерживающая 
внешнее воздействие и приводящая к тому, что система стремится 
удалиться `от своего исходного состояния, называется поло ж и- 
тельной обратной связью. 

При любом знаке обратной связи в системе, охваченной этой 
связью, обнаруживается замкнутая цепь зависимостей. 

„Обратная связь является фундаментальным свойством боль- 
шинства систем — биологических, технических, экономических 
и др. 

Быстро развивающаяся новая наука — кибернетика — зани- 
мается изучением различных систем, в а решающую роль 
играет обратная связь. 

В настоящем курсе обратная связь рассматривается в более 
узком смысле. Имеются в виду радиоэлектронные цепи, в которых 
обратная связь применяется для улучшения различных характе- 
ристик устройства (например, линеаризации усилителей, стабилиза- 
“ции режима их работы и др.), для осуществления автоколебательных 
режимов системы (электронные автогенераторы), для «запоминания» 
сигналов с целью их накопления и т. д. 

Можно `различать системы с внутренней и с внешней 
обратной связью. 

Қ первым относятся системы, которые при разрыве цепи обрат- 
ной связи полностью меняют свой характер или вообще переетают 
функционировать. Такой системой является, например, любой 
автогенератор, который при устранении обратной связи перестает 
генерировать колебания. 

Қ системам с внешней обратной связью относятся такие, в ко- 
торых обратная связь добавляется искусственно для улучшения 
характеристик устройства или для осуществления слежения. При 
размыкании обратной связи подобное устройство продолжает рабо- 
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тать, хотя оно и не обеспечивает предъявляемых к нему требований. 
Примерами систем с внешней обратной связью могут служить любые 
следящие системы, системы автоподстройки и т. д. 

В данной главе приводятся основные положения теории линей- 
ных активных систем с обратной связью, а также теории устойчиво- 
сти этих систем. 

В дальнейшем результаты этого рассмотрения используются при 
изучении работы электронных автогенераторов (ч. П) и не- 
которых других устройств. 

Принцип обратной связи 
поясняется функциональной 
схемой, изображенной на рис. 
8. 1. 

На этой схеме обозначено: 

Е — комплексная амплитуда 

синусоидального напря- 

жения на входе систе- 

мы, К (іо) — коэффи- Рис, 8.1. 

циент передачи прямой . 

цепи, а р(ѓо) — коэф- 

фициент передачи четырехполюсника обратной связи; 
0 — комплексная амплитуда напряжения на выходе всего 

устройства, а {в — амплитуда напряжения на выходе 

цепи обратной связи. 

Основной четырехполюсник представляет собой линейный усили- 
тель, пропускающий сигнал только в направлении от входа к вы- 
ходу, как это обозначено стрелкой. Таким образом, комплексный 
коэффициент К(%) есть не что иное, как пози усиления 
прямой цепи. 

Четырехполюсник обратной связи может быть либо пассивным, 
либо активным. В последнем случае через этот четырехполюсник 
сигнал может проходить только в направлении, обозначенном на 
рис. 8.1 стрелкой. 

Как следует из схемы, действие обратной связи заключается 
в том, что часть выходного сигнала, зависящая от величины В(іо), 
подается обратно на вход и, суммируясь с входным сигналом, пода- 
ется к «прямому» усилителю К(іо). Эта обратная подача придает 
системе свойства, существенно отличающиеся от свойств собственно 
усилителя К(іо). 

Основной интерес представляет отношение сигнала на выходе 
системы к сигналу на входе. При синусоидальном напряжении на 
входе (частота о, амплитуда Ё), это отношение 


Ко = | (8.1) 


может рассматриваться как передаточная функция (или > 
передачи) всей системы в целом. 
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Для определения этой функции воспользуемся следующими оче- 
видными соотношениями. Напряжение на выходе четырехполюсника 
обратной связи 


з = В (іо). О. (8.2) 


Напряжение на входе прямого четырехполюсника равно сумме 
входного напряжения Е и напряжения обратной связи (в. 
Следовательно, напряжение на выходе всего устройства 


И = К (іо) (Е + Оа) = К (5) [Е - В (45) 0]. 
Решая это уравнение относительно {, получаем 


ыы ЭЙ 
в ГК (19) В (19) Е, 
откуда следует, что 


бс, > К (іо) 
Ко (6) = Е = т о 5, (8.3) 


Это выражение является основным для системы с обратной 
связью. К,(іо) иногда называют общей передаточной 
функцией или передаточной функцией 
замкнутой системы. Произведение же К(1)В (1), 
имеющее смысл передаточной функции каскадного соединения че- 
тырехполюсников К(іо) и В(1), называют передаточной 
функцией разомкнутой системы. 

При замене ѓо на р получается операторная форма передаточ- 
ной функции замкнутой системы б 


Е К (р) 
Кор) = Ков). 9 


К выражению (8.3) в случае, когда КВ < 1, можно прийти 
и иным способом, основанным на многократном циклическом об- 
ходе замкнутой системы. Именно, выходное напряжение #/ можно 
рассматривать как сумму 


О = ЕК (іо) + [ЕК (іо) В (іо) К (іо) + 
+ [ЕК (іо) В (іо) К (іо) -В (о) К (іо) +... = 
= ЕК (іш) [1 +ВК + (ВК)? + (ВК) -...]. (8.5) 


В этом выражении первое слагаемое, т. е. ЕК(іо), является 
сигналом, попадающим на выход непосредственно через четырех- 
полюсник А(іо); второе слагаемое соответствует сигналу, полу- 
чающемуся в результате обхода первым сигналом замкнутого коль- 
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ца К(іо), В(ѓо). Третье слагаемое является результатом второго 
обхода кольца и т. д. 

Применив к выражению (8.5) формулу геометрической про- 
грессии 


со 


1 
У" = т при |х|<1, 


п=0 
получим 


ЕК (іо Р Я 
а ае, т Соу при [К (іо) В (16) < 1, 


что полностью совпадает с выражением (8.3). 

Из последнего выражения видно, что отличие системы с обрат- 
ной связью от прямого четырехполюсника Ко) полностью опреде- 
ляется передаточной функ- 
цией разомкнутого тракта 
К(іо)В(іо). 

В этом параграфе мы 
ограничимся случаем, ког- 
да К(іо) и В(®) являются 
действительными величи- 
нами. Одна из возможных 
схем, соответствующих 
этому условию, изображе- 
на на рис. 8.2. Это — 
однокаскадный электрон- 
ный усилитель, в котором Рис, 8.2. 
обратная связь осущест- 
вляется с помощью дели- 
теля напряжения №1, Юз («обратная связь по напряжению»). 

Если при частоте входной э. д. с. о сопротивление разделитель- 
ного конденсатора Сол достаточно мало по сравнению с омиче- 
ским сопротивлением А; + А и, кроме того, А, + А, > №, то 
можно считать (см. выражение (5. 29)], что 


К (іо) =— 56, = К, 


Ва) р: В, 


где К и В — действительные числа. 
Тогда коэффициент передачи разомкнутой системы равен КВ, 
а замкнутой системы 


ыы ИИ 5Ка 
Къ= 1—КВ _ 1+ ВВа ° о 
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По абсолютной величинеу| Ко! < |К |. Это означает, что введение 
обратной связи в данной схеме приводит к снижению коэффициента 
усиления системы и, следовательно, обратная связь является 0т- 
рицательной. Можно также сказать, что в данном случае обратная 
связь отрицательна потому, что а передачи разомкнутого 
тракта КВ отрицателен. 

Зависимость передаточной Фулция Ко от коэффициента усиления 
прямой цепи К при положительном и постоянном значениях В (в 


1 
данном случае В = 5) изображена на рис. 8.3 (часть кривой, рас- 


положенная в левой полуплоскости, соответствующей отрицательным 
значениям К). 
ала ан что при больших значениях |К} | величина К, стремит- 


ся К — -- Это означает, что при |КВ] >>> 1 («глубокая противосвязь») 


усиление системы определяется в основном цепью обратной связи. 
Рассмотрим теперь случай, когда коэффициент передачи разом- 
кнутой системы КВ по- прежнему является действительной, но 
лоложительной величиной. Это возможно, например, если по- 
казанный на рис. 8.2 однокаскадный усилитель заменить двух- 
каскадным. Тогда, если по-прежнему пренебрегать фазовыми 
сдвигами в разделительных конденсаторах (а также в между- 
электродных и паразитных емкостях схемы), то коэффициент 
усиления прямой цепи К() =(—58.) =К>0 и КВ>0. 
При этом пока К В < 1, усиление системы Ко с увеличением 
К возрастает и может значительно превосходить величину К. 


График КҚ, в зависимости от К при В = З показан на рис. 8.3 


(на участке 0 < К < 2). 
Увеличение К, по сравнению с К является результатом вве- 
дения положительной обратной связи, при которой напряжение 
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обратной связи складывается с входным сигналом в фазе и тем 
самым усиливает его действие. 

При КВ = 1 усиление Ко становится бесконечно ` большим. 
Это означает, что система становится неустойчивой и для иссле- 
дования ее поведения должны быть применены другие методы, 
так как выражения (8.1) — (8.3), относящиеся к стационарным 
режимам, теряют свой смысл. 

Рассмотрение случая неустойчивого состояния, требующееся 
при изучении свойств автоколебательных систем, проводится во 
второй части. 

В данной же главе будут рассматриваться только устойчивые 
системы. Так как условия устойчивости сильно зависят от амп- 
литудно-частотных и фазо-частотных характеристик системы, 
в $8.5 — 8.7 будут изложены основные положения теории устой- 
чивости линейных систем с обратной связью. 

Предварительно рассмотрим некоторые важные свойства заве- 
домо устойчивых систем с обратной связью. 

При этом мы будем считать, что обратная связь отрицательна, 
если действительная часть произзедения К В отрицательна. В про- 
тивном случае, т. е. если действительная часть К В положительна, 
обратная связь рассматривается как положительная. 


8.2. ЧАСТОТНЫЕ И ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ УСТОЙЧИВЫХ СИСТЕМ 
С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 


Одной из важнейших характеристик устройства с обратной 
`связью является коэффициент передачи замкнутой системы 


Ко (а) = гарра) = Ков ее). (8.7). 


Здесь К, (@®) — амплитудно-частотная, а ф, (о) — фазо-частотная 
характеристики системы. 
Важно установить зависимость Ку (®) и фь(®) от амплитуд- 
ной и фазовой характеристик четырехполюсников К (іо) и В (іш). 
Обозначив 


К (іо) = К (о) К, 
В (6) = В (о)е *®, 


записываем выражение (8.7) следующим образом: 
(а) 


(8.8) 


К (®)е к 


Ко (16) = 
е 1 Коув (в) [эк ЕКО Д 


ір 
п ов 57 
— 1—К (о) (о) соѕ (фк ч Фр) — {К (о) В (о) $ (Фк Фр) ° 
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Для краткости здесь опущены аргументы в функциях Фф, (@) и 
Фе (6). 

В результате получаются следующие выражения для модуля 
Ко (в) и аргумента фо (о) коэффициента передачи всей системы: 


Ко (в) = ЕЕ, $ НН — = 
У П-К (0) В (о) соз (фк + 9в)]2 - [К (о) В (0) п (к $ Ф) | 
К (о) 
=, 8. 
ИК к ЕК.) СЯ 
№ К (о) В (о) ѕіп (әк Р в) 
909) = Ф Т аго К осо (ек е)" й 

Влияние, оказываемое на Ко(®) и Фо(®) обратной связью, 
зависит от ее знака и от величины КВ. 

В усилителях, как правило, применяется отрицательная обрат- 
ная связь!, 

Ценным качеством такой связи является выравнивание ампли- 
тудно-частотной характеристики, если коэффициент передачи В 
является величиной, не зависящей (или слабо зависящей) от ча- 
стоты. 

Действительно, из выражения (8.9) видно, что при К(о)В(о) 21, 
амплитудно-частотная характеристика 


Ко (в) = (8.11) 


1 
В (о) 
Если В =сопѕі, то и К,(о) стремится к постоянной величине, 
При этом фазовая характеристика системы 


КЕ (Фк + Фв) — Ф. (8.12) 


Фо Фк + агсів | | == 


соз (к + #р) 


В промежуточных случаях, когда КВ имеет величину, изме- 
ряемую несколькими единицами, предельные соотношения (8.11) 
и (8.12) не достигаются, однако амплитудная и фазовая харак- 
теристики существенно улучшаются по сравнению с соответст- 
вующими характеристиками усилителя К(іо). 

В качестве иллюстрации построим характеристики Қо(о) и 
` Фо(о) для двух схем с обратной связью: однокаскадного усили- 
теля и катодного повторителя. 


1 Регенеративные усилители, в которых применяется положительная 
обратная связь, рассматриваются в ч. П. 
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Первая из этих схем показана на рис. 8.4. Коэффициент усиле- 
ния этой схемы (при разомкнутой обратной связи) легко приво- 
дится к виду 


2 В 
Ка) = 8 рр, 
1+2 2 Со Е, А Со Аа 


где В = — 8Р,, а < І. 
ь і 


Подставляя полученное выражение в (8.7), получаем следующее 
выражение для передаточной функции системы в целом: 


В а В 


ВВ ) 1 — В + Со Ка ° 


(8.7°) 
пәс (1 тст; 


Ко (іо) = 


Модуль этого выражения 


| В| 
У (1— 88)? + (оС, гир 


Графики К (~) и Д 
при | В| =5 И В = 0,1 
изображены на рис. 8.5. Как 
и в схеме рис. 8.2, емкостью 
Сол пренебрегаем; при этом 


Ко (в) = 


Рис. 8.4. 


== Е] 
В К+ К ' 

Пунктирная кривая на том же рисунке соответствует норми- 

К 
рованному коэффициенту передачи (о ау 
Ё 0 макс 

Из рис. 8.5 видно, что при введении отрицательной обратной 
связи кривая К,(®) расположена ниже, чем кривая К(®) (при 
В = 0). Из предыдущего ясно, что это является результатом об- 
щего снижения усиления при подаче напряжения с выхода уси- 
лителя на его вход в противофазе с входным напряжением. Од- 


нако нормированная характеристика р более равномерна, 
макс 


нежели К(@). 

Соответственно новой характеристике К,(ію) изменяется и 
импульсная характеристика. Действительно, записав выраже- 
ние (8.7’) в форме, совпадающей с К (іо): 


РР. «18 4 
ТЕ 08 1 — ВВ _ 1— ВВ 
Ко (15) Е _ Св Ка ЕЧ 
Ею В 
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мы видим, Что обратная связь приводит к изменению эквивалент- 
ной постоянной времени: вместо С, Ё, получается 


С. К 
ть = гавр 

При ВВ = — 0,5 
= СВ. 


Заметим, что коэффициент усиления (при ® = 0) снижается 
в такое же число раз. 


Рис. 8.5. 


Таким образом, если в отсутствие обратной связи импульсная - 


характеристика рассматриваемого усилителя [см. формулу (5.34)] 
равна 


А 
80 = ср е Е 


э 


то при введении обратной связи 


__ 01—83) # 


В С. К, 


2 (0) = гв," 


Графики импульсной характеристики (нормированные) для 
2,( при нескольких значениях параметра ВВ изображены на 
рис. 8.6. Напомним, что В = — 55. — коэффициент усиления пря- 
мого усилителя при ® = 0. А 
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Как и следовало ожидать, введение отрицательной обратной 
связи, (ВВ < 0), расширяющей полосу пропускания системы, 
приводит к более быстрому убыванию импульсной характери- 
стики. При положительной обратной связи (ВВ >> 0) убывание 
5,1) замедляется. Пунктирной линией на рис. 8.6 показана 
импульсная характери- 


стика при ВВ >> 1. Это С, Юа 2 

неустойчивый режим в 900) 2% у 

(см. $ 8.5). : Р : 
Обратимся к схеме 2 


катодного повторителя 
(рис. 8,7, а). Эта же 
схема в несколько изме- 40 
ненном начертании и 

без источника питания 
изображена на рис. 

8.7, 6. 

Найдем отношение 
Озых к Е, т.е. коэффи- 05 
циент усиления схемы ' 
по напряжению (здесь 
ых и Е — амплитуды 
переменных напряже- 
ний). С этой целью 
воспользуемся эквива- 
лентной схемой анодной 
цепи, представленной в 1 2 3 е 5 Ибува 
на рис. 8.7, в. При 
построении этой схемы Рис. $4, 
учтено, что действующее 
между сеткой и катодом лампы напряжение является разностью 
между э. д. с.. Е и напряжением на сопротивлении №,, создавае- 
мым током [а (см. схему рис. 8.7, а). .. 

Таким образом, получается следующее соотношение между на- 
пряжением Е и током. /а: 


и (В — Г. К,) = 14 (К: + К). 
Решая это уравнение относительно тока, находим’ 


И ВЕ 
а В+) В, ° 
Далее, напряжение на выходе 


А Е = Р Р 
| Съ = 1. К = Вы" 
Следовательно, 
РР О вых иь „Р 


Е Ч) Ю-В р КЬ К" 
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Отсюда видно, что в усилителе с катодной нагрузкой коэффи- 
циент усиления по напряжению всегда меньше единицы. Хотя на- 
грузочное сопротивление №, обычно мало по сравнению с Ю;, все 
же в практике выполняется условие 


(1+ А, У А. 


Это объясняется большой величиной коэффициента усиления 
лампы р (пентод). 
Поэтому приближен- 
но можно считать 
еее 
Ре 1+6 

Итак, напряжение на 
выходе близко к велн- 
чине входного напря- 
жения. 

Нетрудно видеть, что 
этот результат является 
следствием сильной об- 
ратной связи, которая 
существует между анод- 
ной и сеточной цепями. 
Именно, создаваемое на 
сопротивлении Р, анод- 
ным током /« напря- 
жение вводится обратно 

в сеточную цепь, причем с обратным по отношению к Е знаком. 
Можно сказать, что катодный повторитель представляет собой 
усилитель с «обратной связью по току», в котором В = —1, а К = 
= р. Усиление такой системы Ку, вычисленное с помощью выра- 
жения (8.3), совпадает с полученным выше результатом. - 

Следует подчеркнуть, что хотя рассматриваемая схема и не да- 
ет усиления напряжения, все же эта схема является усилительной. 
Нужно иметь в виду, что выходное напряжение развивается анод- 
ным током лампы на относительно малом сопротивлении В», в то 
время как входное напряжение прикладывается к зажимам сетка — 
земля, сопротивление между которыми при работе без сеточных 
токов очень велико (мегомы). Усилитель с катодной нагрузкой мож- 
“но поэтому рассматривать как усилитель тока. при неизменном на- 
пряжении. 

То обстоятельство, что напряжение с выхода полностью вводит- 
ся обратно в цепь сетки, делает работу усилителя почти не завися- 
щей от параметров нагрузки. Чтобы в этом убедиться, найдем вы- 
ходное сопротивление усилителя. Для этого допустим, что к за- 
жимам 2—2' усилителя (рис. 8.7, 6) приложено от внешнего источ- 
ника синусоидальное напряжение (/ьх и найдем полный ток, посы- 
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Рис. 8.7. 


лаемый этим источником в эквивалентную схему, представленную 
на рис. 8.8. 7 

На этой схеме внутреннее сопротивление лампы А; подключено 
непосредственно к зажимам нагрузки РВ, так как анод лампы за- 
землен (постоянное напряжение Е„ здесь не учитывается), ветвь 
= = 85 соответствует току в анодной цепи, который создается на- 

В 

пряжением Иьъых, приложенным непосредственно к зажимам сетка — 


катод лампы (при этом зажимы /—1” считаются замкнутыми нако- 
ротко). Наконец, междуэлектродные емкости Ск и Саь оказывают- 
ся включенными параллельно, так как сетка и анод заземлены. 

Полная проводимость между зажимами 2—2’ (рис. 8.8) оказы- 
вается при этих условиях равной 


1 1 1 . 
Үз = = р +в, #51 (Са + Са). 


вых 


2 


Для Видеочастот, не превышающих нескольких мегагерц, 
обычно выполняется условие: 


© (С + Съ) < д. 


Таким образом, 


о ИНВ 
5 + Р; , 
где . 
о ИЕ ЧИНИ 
77 Ты) В, — Кр ^ 
НО -ь) А наи 36 


Обычно величина (1 + р) К, в несколько раз превышает К, 
Можно в таких случаях считать 


И Е ла 1, 
Е р 05" 


Итак, выходное сопротивление усилителя с катодной нагрузкой 
почти не зависит от параметров схемы и определяется только кру- 
тизной характеристики лампы. Так, например, для ламп типа 
6НЗП, часто применяемых в .усилителях с катодной нагрузкой, 


331 


$ = 11 ма/в: (для включенных параллельно двух половин лампы) 
и Б, не превышает —90 ом. При таком малом сопротивлении емкость 
нагрузки, шунтирующая выход усилителя, почти не сказывается 
на частотной характеристике устройства и не искажает форму 
сигнала. Следует, кроме того, иметь в виду, что выходное напря- 
жение, отсчитываемое относительно земли, совпадает по фазе (по- 
лярности) с входным напряжением. Таким образом, усилитель 
с катодной нагрузкой «повторяет» сигнал, не изменяя ни его формы 
и величины, ни полярности напряжения, но переводя его с высо- 


Рис. 8.9. 


коомного сопротивления на низкоомное. Поэтому усилитель с ка- 
тодной нагрузкой часто называют «катодным повторителем». 

Катодный повторитель получил особенно широкое распростране- 
ние в импульсной технике. 

Рассмотренные примеры показывают, что применение обратной 
связи открывает широкие возможности для построения схем, обла- 
дающих весьма специальными свойствами. 

В частности, можно существенно улучшить работу дифферен- 
цирующей или интегрирующей схемы. На рис. 8.9, а изображена 
схема катодного повторителя, используемого для этой цели. В этой 


№ 1 
схеме 21 и 42 представляют собой соответственно пб И К в слу- 


в случае интегриро- 


1 
чае дифференцирования сигнала, или К и с 


вания (см. $ 5.7). 

Выходное напряжение снимается с сопротивления 42. 

Для выяснения принципа действия этой схемы составим выра- 
жения для коэффициента передачи К,(іо). 

При обозначениях рис. 8.9, б можно составить следующие урав- 
нения: 


(2; Р 23 + К,) й — Е, == Е;, 
(2, + К, Г г Ю.Г, = Ев» 
І == ЅЕ,. 
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Исключая их этих уравнений /, и Е,, находим 


Е, 


ее ее ЕЕЕ Е. 
$ (2 У 
д2, въ ОГО 


Выходное напряжение 


Е 2 
ых = = щи. 
р Р, 5 (25--Ю») 
и Ко) 
‚+2: + Аһ Г 5.5 
Таким образом, коэффициент передачи 
М __ Фљых РРБ 23 
ИБРУ Е ЕЯ ЕР. 
1+ :( тав) (1-ге) 


Ф 


Но выше было показано, что 
ы, >» К: или ЗК: Кь »Вь т. е. 5, №1.. 
Следовательно, : 


Отсюда видно, что отрицательная обратная связь приближает 
функцию Ко(іо) к коэффициенту передачи идеального дифференци- 
рующего (или интегрирующего) устройства. 

Приближение тем лучше, чем выше крутизна характеристики 


лампы. 


8.3. СТАБИЛЬНОСТЬ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМЫ 


Пусть в линейной системе, охваченной обратной связью и на- 
ходящейся под действием синусоидальной э. д. с., произошло из- 
менение какого-либо параметра: модуля или аргумента коэффи- 
циента усиления прямой цепи или цепи обратной связи. Причи- 
ной этого изменения могут быть непостоянство напряжений источ- 
ников питания усилителя, изменение температуры окружающей 
среды, механические вибрации, приводящие к изменению электри- 
ческих параметров устройства и т. д. 

Выясним, как влияет обратная связь на относительное измене- 
ние выходного сигнала. 

Сначала рассмотрим случай, когда нестабильность имеется 
в цепи прямого усилителя. С целью упрощения анализа исходим 
из условия, что до изменения режима работы коэффициенты пере- 
дачи К(іф) и В(іо) являются чисто действительными величинами 
К и В, так что коэффициент передачи замкнутой системы опреде-. 
ляется выражением 


к 
Ко == Т= . г (8.13) 
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Пусть обусловленное нестабильностью изменение заключается 
в том, что величина коэффициента К изменилась на малую величину 
АК. и 


В отсутствие обратной связи это привело бы к относительному 
АК 
изменению амплитуды выходного напряжения, равному “к (ам- 


плитуда входной э. д. с . считается неизменной). 
Для определения относительного изменения при наличии обрат- 
ной связи продифференцируем выражение (8.13) по К: 


мл 1 к й и 
к” К ТЕК Кр Ар" 
откуда 
ак, 1 ак 


а, ИШЕ ЛИК. 17 8.14 
№ ТЕК к м 
Из этого выражения видно, что относительное изменение выход- 


а 
ного напряжения при наличии обратной связи, т. е. величина а, 


может сильно отличаться от изменения, которое имело бы место 
в отсутствие обратной связи. 

Если обратная связь отрицательна (КВ < 0), имеет место 
ослабление нестабильности системы: 


38 1 ак 


— НГК · 

При положительной 0р связи нестабильность усиливается: 
ак, 1 К 
К 1-КЕ К ` 


Отсюда следует, что для повышения стабильности усиления 
системы целесообразно вводить отрицательную обратную связь. 
Этим приемом широко пользуются в современной радиоэлектро- 
нике. Абсолютную величину КВ в зависимости от требований к ста- 
бильности системы доводят до 10—20 и более. 

При этом, естественно, в 1 + | КВ| раз снижается и усиление 
системы Къ. Однако эта потеря не является слишком существен- 
ной, так как соответственное увеличение в 1 + | КВ | раз входного 
сигнала может быть осуществлено с помощью предварительного 
усиления на малом уровне мощности. 

Нечувствительность системы к нестабильности К при глубокой 
· противосвязи (| КВ | » 1) вытекает также из того отмеченного в пре- 
дыдущем параграфе факта, что при |КВ| > 1 усиление К, стре- 


1 
мится к величине >, т. е. не зависит от величины К [см. рис. 8.3 


и выражение (8.11)]. 

Рассмотрим теперь фазовую нестабильность прямого усилителя. 
Пусть аргумент коэффициента усиления стал отличен от нуля, т. е, 
К = Ке, причем Фк — весьма малый угод. 
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Тогда в соответствии с общим выражением (8.10) аргумент 
коэффициента передачи К,(іо) будет равен. 


КВ ѕіпф 
Фо = Фк + ага тросе 


При достаточно малом Фк, когда можно считать 


Ут Фк = Фк, СО5 Фф == 1, 
получаем 


К 
фо = фк + агсів (ткр Фк) == 


№ КВ 29 1 
а Фк ткр Фс (8.15) 


Итак, фазовый сдвиг Фо выходного напряжения отличается 
1 : а А 
в т кв раз от вызвавшей этот сдвиг нестабильности фазы в цепи 


усилителя К. | 
При отрицательной обратной связи (КВ < 0) получается ослаб- 
ление нестабильности в 1 + [КВ | раз. р 
Соответственно при положительной ‘обратной связи (КВ > 0) 


фазовое изменение цепи К увеличивается в [к Раз. 


Введем теперь в рассмотрение нестабильность в цепи обратной 
связи. Для этого продифференцируем выражение (8.13) по В: 


ак _ КК) КК 
в = (— К К 


откуда 
ако КВ ав 
К 1—КВ.В° 
В случае отрицательной связи при | КВ| »1 получаем 


ЗК — Ф (8.16) 


Из этого соотношения видно, что нестабильность в самой цепи 

В не ослабляется обратной связью: относительная нестабильность 
замкнутой системы с отрицательной обратной связью при | КВ [21 

равна относительной нестабильности величины 

Отсюда следует, что при применении отрицательной обратной 
связи особое внимание должно быть обращено на повышение ста- 
бильности цепи В. Это требование распространяется как на модуль, 
так и на аргумент (т. е. на фазовую характеристику) передаточной 
функции цепи. В практике осуществление этого требования облег- 
чается тем, что основные дестабилизирующие факторы имеются 
.в прямом усилителе К(іо), содержащем активные элементы (элект- 
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ронные лампы, транзисторы) и нагрузочное сопротивление; четырех- 
полюсник же В, обычно представляющий собой простую пассивную · 
цепь (например, потенциометр Ю., К, на рис. 8.2), может быть 
сделан достаточно стабильным. 


8.4. ОСЛАБЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ИСКАЖЕНИЙ С помощью 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 


Выясним влияние отрицательной обратной связи на нелиней- 
ные искажения, которые возникают в основном усилителе из-за не- 
линейности характеристик активных элементов (электронных ламп, 
транзисторов и т. д.). При синусоидальном напряжении на входе 
эти искажения проявляются 
в виде высших гармонических 
усиливаемой частоты. Допус- 
тим, что в отсутствие обратной` 
связи и при подаче на вход 
амплитуды Е; амплитуда 
одной из гармоник напряже- 
ния на выходе усилителя 
равна И», а амплитуда основ- 
ной частоты И. Усилитель с искажениями можно представить в 
виде идеального линейного усилителя, на вход которого дей- 
ствует «генератор гармоник», как это показано на эквивалентной 
схеме рис. 8.10. 


Рис. 8.10. 


-д, 80, 
Рис, 8.11. 


Е; и 
При этом отношения Б" и А одинаковы, так как коэффициент 

1 1 
усиления К(®) считается одинаковым как для основной частоты, 
так и для частоты й-й гармоники. Таким образом, амплитуда э. д. с. 

‹ и 

‚эквивалентного генератора должна быть приравнена Ё, = к. 
При введении отрицательной обратной связи для получения на 
выходе прежней амплитуды И1 входное напряжение Ё1 необходимо 
увеличить в 1 +|КВ|раз, как это вытекает из формулы (8.6). Это 
обстоятельство отражено на рис. 8.11 в виде дополнительного уси- 


лителя с коэффициентом усиления 1--|КВ |. Следует, однако, иметь 
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в виду, что напряжение основной частоты, действующее непосред- 
ственно на зажимах 3—9’, остается таким же, как и в схеме без 
отрицательной обратной связи, представленной на рис. 8.10. Дей- 
ствительно, рассматриваемое напряжение является разностью меж- 
ду напряжением Е, = Е,(1 + | КВ), действующим на зажимах 
2—2' (рис. 8.11), и напряжением обратной связи В(л, т. е. 


Е, = Е, — ВИ, = Е, (1 {+ | КВ) —В0\. 


Но Е.К есть не что иное, как И, (рис. 8.10). Следовательно, 
Ез = Е, + ЕиК|-|В| — ВИ, = Е,. Так как результирующее напря- 
жение основной частоты на зажимах 3—9’ остается таким же, как 
и в отсутствие обратной связи, то амплитуда Ё, эквивалентного 
генератора гармоник должна быть оставлена неизменной, посколь- 
ку при заданном усилителе уровень нелинейных искажений опре- 
деляется только амплитудой напряжения, приложенного непосред- 
ственно ко входу усилителя. Учитывая теперь напряжение обрат- 
ной связи по п-й гармонике, равное ВИ„, которое вычитается из 
э. д. с. Ея, получим на выходе напряжение 


О, =|КІ(Е, — 18 |0), 


откуда 
КЕ, 
Оп = т Кад" 
Таким образом, отношение 
Еһ 


0% “ИК КГЕ, ТЕКЕ 


получается в 1 + [ КВ | раз меньше, чем в отсутствие обратной связи. 
Правда, это улучшение достигается ценой увеличения в 1 + | КВ | 
раз напряжения, подводимого к зажимам 2—2’ (рис. 8.11). Но, 
как уже отмечалось ранее, это не является существенным недостат- 
ком, так как дополнительное усиление может быть осуществлено 
в одном из предварительных каскадов (маломощных) без искаже- 
НИЙ. 

Само собой разумеется, что проведенное выше рассуждение мо- 
жет быть распространено на все гармоники усиливаемого напря- 
жения. Ясно также, что применение отрицательной обратной связи 
позволяет помимо ослабления нелинейных искажений понизить 
и уровень «фона», создаваемого пульсацией питающих напряже- 
ний. Ў 

Таким образом, все колебания побочных частот, возникающие 
в самом усилителе как из-за нелинейности характеристик ламп, 
так и из-за несовершенства источников питания, ослабляются от- 
рицательной обратной связью в 1 + | КВ | раз. - 
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8.5. УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 


В реальной системе, охваченной обратной связью, всегда 
имеются реактивные элементы, накапливающие энергию. Даже 
в усилителе на сопротивлениях имеются такие элементы (паразит- 
ные емкости схемы и электронных приборов, переходные конден- 
саторы, индуктивности проводов и т. д.). Реактивные элементы 
создают дополнительные фазовые сдвиги. Если на какой-либо 
частоте эти сдвиги дают в сумме дополнительный угол в 180°, то 
обратная связь из отрицательной превращается в положительную 
и создаются условия, при которых возникает неустойчивость, 
проявляющаяся в паразитной генерации. 

Опасность возникновения генерации тем больше, чем больше 
величина | КВ |. Это обстоятельство во многих случаях существенно 
ограничивает эффективность применения обратной связи, так как 
при больших значениях | КВ | для устранения паразитной генерации 
требуется применение специальных фазокомпенсаторов и других 
устройств для отдаления частоты возможной генерации от полосы 
рабочих частот, а также для внесения затухания в области частот 
возможной генерации. Часто оказывается, что введение в схему 
новых элементов приводит лишь к сдвигу частоты паразитной 
генерации в область очень низких или очень высоких частот. 

„Поэтому использование обратной связи тесно связано с пробле- 
мой обеспечения устойчивости системы. 

Для правильного построения системы и выбора ее параметров 
большое значение приобретают методы определения устойчивости’ 
системы. В настоящее время известно несколько критериев, раз- 
личающихся более по форме, нежели по существу. В основе боль- 
шинства этих критериев лежит критерий устойчивости решений диф- 
ференциального уравнения, описывающего исследуемую систему. 

Пусть это линейное однородное уравнение для системы с сосре- 
доточенными (и постоянными) параметрами задано в форме 


ах 1 4%? х 


с Ба Трри-Г а 


221 а + ал19 + ах = 0, (8.18) 


где х — ток, напряжение и т. д., а постоянные коэффициенты 

Од, @1, аз, аз, ..., ап — действительные числа, зависящие от пара- 

метров системы. | 
Решение уравнения (8.18), как известно, имеет вид 


п 
х= Уде", (8.19) 
ї=1 
где А; — постоянные, а р; — корни характеристического уравнения 


а, р" + а, р"! + аз р"? +... + аа-1р + ап = 0. (8.20) 


Условие устойчивости состояния покоя системы заключается 
в том, что после. прекращения действия внешних возмущений систе- 
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ма возвращается к исходному состоянию. Для этого необходимо; 
чтобы возникающие в системе при нарушении состояния покоя 
свободные (переходные) токи и напряжения были затухающими. 
А это, в свою очередь, означает, что корни р;, рз, ..., ра уравнения 
(8.20) должны быть либо отрицательными действительными величи- 
нами, либо комплексными корнями с отрицательными действитель- 
ными частями. Из этих простых физических представлений вытекает 
следующий фундаментальный критерий устойчивости любых 
линейных систем: система устойчива, если действительные части 
всех корней характеристического уравнения отрицательны. 

Заметим, что левая часть характеристического уравнения (8.20) 
представляет собой не что иное, как знаменатель передаточной 
функции системы. 

Действительно, если на систему действует внешняя 5. д. с. 
е(2), а под х подразумевается напряжение на выходе системы и, то 
вместо уравнения (8.18) получим 


аби тсия 2.4 


е т: Е аат ие (0 


Применяя преобразование Лапласа (при нулевых начальных 
условиях), получим операторное уравнение 


а, р" И (р) + а р"! (р) + азр"? И (р) +... + 
+ али РИ (р) + а О (р) =Е(р), 


где Ё (р) — изображение е(№), а 0 (р) — изображение и (2). ` 
Таким образом, 


О (р) (во р" а, р"! + ар"? +... апр + а) = Е (р), 


откуда 


И мт. т а 
К (р) = тр) ао р" а ра, р". фа пра," (8.21) 


Так как корни характеристического уравнения. р; (а следовательно, 
и знаменателя последнего выражения) являются полюсами пере- 
даточной функции К(р), то сформулированное выше условие отри- 
цательности действительных частей корней равносильно следующе- 
му положению: для устойчивости системы необходимо, чтобы пере- 
даточная функция К(р) не имела полюсов в правой полуплоскости 
переменного р. 

Это хорошо известное из теории цепей положение можно распро- 
странить и на передаточную функцию Ко(р) системы с обратной 
связью. 


1 Это фундаментальное положение было обосновано А. М. Ляпуновым, 
который в 90-х годах прошлого века заложил основы теории устойчивости. 

Рассматриваемый здесь вопрос об устойчивости состояния покоя системы 
является частным случаем общей теории устойчивости Ляпунова. 


12* | 339. 


Поясним. это на примере резонансного усилителя с обратной 
связью, схема которого изображена на рис. 8.12. 


В данном случае 
К (16) = — 52 (15); 


Я а М 
Е В (16) = г. 
8 Учитывая, что 
Едш 
Р 
2 (іо) = , 
7 (слота) 
Рис, 8.12, Р 
1 1 & 
СР С 
20р) = - & : 


о о > 
У 20 8 Вр оар а 
СТ) ЧСР ЕС 0 


получаем следующее выражение для передаточной функции си- 
стемы: 


р Е 8 
м 
ООЗЕ АЫ: ЕНЕВ 
(+ 2р+ Е ® (о + р + Е 
ео (8.22) 
тает та 
1 2 
Здесь веса ой = ттс. 
Так как при ® = о, К(іо,) = —– $Р < 0, то для создания 


отрицательной обратной связи коэффициент В должен быть по- 


М М а 
ложительным |2 т.) ‚ а для положительной обратной СВЯЗИ — 
к * 


отрицательным = г.) , 
к 


Подставив В = +- окончательно получим 


8 
г 


Ко (р) = (8.22) 


Ск т + (2а + мы) р-- о ` 
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Находим корни знаменателя: 


па (н) гу а (8), воо 


Так как оба корня обладают отрицательной действительной ча- 
стью, то система устойчива при любой величине М. 


а р М 
В случае положительной обратной связи, когда В = — 7-, 
к 


корни 


М5? М$о? \? 
И И 8 (&— =) > (923) 


Отсюда следует, что при положительной обратной связи рас- 
сматриваемая система устойчива, пока выполняется условие 


Ы а. 1 
2—00 ЕО 


ИЛИ 
<. (8.24) 


8.6. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ РАУСА—ГУРВИЦА 


Исследование корней характеристического уравнения, необхо- 
димое’для решения вопроса об устойчивости системы, является 
сложной задачей втех случаях, когда система описывается дифферен- 
циальным уравнением высокого порядка. 

Оказывается, что эту же задачу можно решить путем анализа 
соотношений между коэффициентами уравнения без определения 
самих корней уравнения. Таким образом открывается возможность 
определения условия отрицательности действительных частей кор- 
ней, а следовательно, и условия устойчивости системы, если извест- 
ны только коэффициенты дифференциального уравнения, описыва- 
ющего заданную систему. 

Для относительно простых систем, описываемых, например, 
дифференциальным уравнением второго порядка, это нетрудно по- 
казать на основе известных правил алгебры. 

Пусть характеристическое уравнение системы (8.18) имеет вид 


ар? + ар + а, = 0 (8.25) 
ИЛИ 


Р. аа 
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Учитывая известные из алгебры соотношения между корнями 
квадратного уравнения 


а 


һр = — =, 


а 


(8.26) 


Ез, 
А 


приходим к следующему выводу. Если оба корня вещественные 
(действительные) и отрицательные, то их произведение положитель- 


а 
но, следовательно, = >> 0. Из первого же выражения (8.26) ясно, 
0 


а 
что если р; и р, отрицательны, то = >> 0. Следовательно, для устой- 


0 
чивости системы необходимо, чтобы 4 > 0, а >0 и аг > 0. 
Нетрудно провести аналогичное рассуждение и для случая со- 
пряженно-комплексных корней. 
В случае кубического характеристического уравнения 


а, РЗ - ар? аар- аз = 0 (8.27) 


корни рџ, р. и р. связаны между собой следующими соотноше- 
ниями К 


р. 4 ра 4 ра = — 2, М 


а) 
ра рь + рара + рар, 22, (8.28) 
(рува аз 
рі ра Рз = ( МЕ ый 


) 


Из первого выражения следует, что если действительные части . 
9 а 

всех корней отрицательны?, то = > 0, т. е. а, > 0 (коэффициент 
0 


а, считаем положительным). Далее, из третьего выражения следует, 
что если все три корня действительные и отрицательные числа, 


то их произведение отрицательно и а №0 
Если же два корня сопряженно-комплексные, рр = —а + іф 
и ра = —0 — №, то = равно произведению действительного корня 
рз на произведение 
рро = (— а + іо) ([—а — іф) = о? + о? 0. 


1 Смирнов В. И. Курс высшей математики, т. 1. Гостехиздат, 1957, 
стр. 448. 

2 Как известно из математики, при действительных коэффициентах ис- 
ходного дифференциального уравнения возможны следующие два случая: 
либо все корни действительные, либо один действительный, а два других 
сопряженно-комплексные. 
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Поэтому, если корень рз отрицателен, то снова аз > 0. Рассмот- 
рим, наконец, коэффициент а». Если все корни действительны и от- 


рицательны, то непосредственно из второго выражения (8.28) 


а 
видно, что -* >> 0. Допустим теперь, что корни рі и ра сопряженно- 
0 


комплексные. Представив второе выражение (8.28) в форме 


22 = Ра Рь + рэ (р + Р), 


замечаем, что произведение р1рз всегда положительно, а сумма 
рі + ра обладает тем же знаком, что и действительные части кор- 
ней р, и рз. Поэтому если рз, а также действительные части корней 
х а 
рі и р. отрицательны, то н 
5 А 
Итак, приходим к выводу, что в случае кубического характери- 
`стического уравнения для устойчивости необходимо, чтобы выпол- 
нялось условие 


0» - 0, щий Ш 20 - (8.29) 


Этих условий оказывается, однако,. недостаточно. 

Из предыдущих рассуждений видно, что к условию (8.29) можно 
также прийти, если исходить из предположения о положительности 
действительных частей корней р и рз. Следовательно, для устой- 
чивости системы еще необходимо, чтобы соотношения между поло- 
жительными коэффициентами 4%, а1, а. и аз отвечали определенным 
условиям. 

Обращаясь к характеристическому уравнению (8.27), замеча- 
ем, что если аз очень велико по сравнению с а, и аз, то уравнение 
(8.27) вырождается в простое уравнение 


снова положительно. 


о 


0 


Корни этого уравнения: 


га 3 
һ= (8). 


Так как действительные части корней рі и рз положительны, 
приходим к выводу, что при сделанном допущении относительно 
величины аз система неустойчива. 
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Рассмотрим теперь другой предельный случай, когда а. очень 
мало по сравнению с 4%, а; и а», так что уравнение (8.27) прибли- 
женно может быть заменено квадратным уравнением 


: ар? + ар + а = 0. 


Из приведенного выше рассмотрения квадратного характеристи- 
ческого уравнения уже известно, что положительность коэффици- 
ентов д0, а, и а, обеспечивает устойчивость системы. 

Можно поэтому утверждать, что при уменьшении положитель- 
ного коэффициента аз от очень больших значений к очень малым 
обязательно найдется такое критическое значение аз, при котором 
корни р; и р будут чисто мнимыми. При этом значении аз в системе 
возможно существование гармонических (незатухающих) колеба- 
НИЙ. 

В этой критической точке 


р1,2 = + іф, 


где ®, -— частота колебаний. 
Подставляя эти значения рі и рғ в исходное уравнение (8.27) 
и производя несложные преобразования, получаем два уравнения: 


О а 
00 — — == О, 

а 

2 аз 


Отсюда находим следующее условие для определения крити- 
ческого значения а.: 


а аз 
а а 
ИЛИ 
аа 
аз = 1%, 
а 


В аі аз 
система неустойчива, при а;<- 
0 


При а, > 2 


а 
чива. 
Итак, необходимыми и достаточными условиями устойчивости 
системы, описываемой дифференциальным уравнением третьего 
порядка, являются следующие неравенства: ) 


‹ а02>0, аа 0, а, >0, в 
0003 < а: а.. 


Проведение подобного анализа для характеристических уравне- 
ний четвертой и более высоких степеней является весьма сложной 
задачей. 

В таких случаях определение устойчивости системы может быть 
произведено с помощью критерия Рауса, основанного на теореме 


344 


—устой- 


ој 7 


Гурвица!, которая гласит, что для того, чтобы действительные части 
всех корней уравнения 


а х" -- арх") аа? +... Нах а = 0 


с действительными коэффициентами и а, > 0 были отрицатель- 
ными, необходимо и достаточно, чтобы были положительными все 
определители Д;, А,, ..., А,, составленные из коэффициентов 
уравнения д0, 41, 03, ..., дп по следующей схеме: 


5 ? а а. 
Ау 03 А, = 1 а 


ао аә 


Я в: @, 
Аз = |а, а, а, |; 


0 аа а 4% 
00 аа; а; 


Сформулированное выше условие устойчивости часто называют 
критерием Рауса—Гурвица. 

При составлении определителей по указанной схеме коэффи- 
циенты с индексом, превышающим степень характеристического 


уравнения, заменяются нулями. 
Поэтому, например, для уравнения четвертой степени получа- 


ются следующие определители: 


а а 
ЕГИ: Р |“ 
ао а 
а аз 0 0 
пар а а, а. 0 
РЕҢ . лв, О а 4 
Аз = |а а а. |› А, = , 
0 аа, 0 
Оаа, 
0 аа, а, 


1 Доказательство этой теоремы см., например в книге: Қурош А. Г. 
Курс высшей алгебры, 1962. 
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Нетрудно видеть, что все последовательные определители явля- 
ются главными диагональными минорами определителя А,. Так 
как последний столбец определителя Л, содержит лишь один отлич- 
ный от нуля элемент а„, расположенный на главной диагонали, то 
выполняется равенство 


Ал = ал Аз. 


Отсюда следует, что в соответствии с теоремой Гурвица условия 
устойчивости могут быть сформулированы в виде следующих не- 
равенств: 


4,>0, 4,>0,.., А120, >06. 


Так, например, для характеристического уравнения второй 
‘степени получаем 


А; = а 0, а, > 0. 
Для уравнения третьей степени: 


А, = а > 0, 
а: аз 
ао а» 


Аз = = 2103 — 03002 0, 


аз > 0, 


те а, >0, аа, > @аь а, >0. 
Так как аџ, а; и а, положительны, то и а. > 0. 
2 уравнения четвертой степени: 


А, = а 20, 

А, = а а, — аа >0, 

Аз = а; (а, ав — аза) —ата, >0, 
а, >0. 


Из третьего условия на основании четвертого и первого выте- 
кает неравенство 


аз (01 аз — а, а) > а! а > 0. 


Можно поэтому второе условие заменить условием аз ›>0. Таким 
образом, для уравнения четвертой степени получаются следующие 
условия устойчивости: 


в: >0, а 20, а (8.0.00) ат 0, ви 


Критерий Рауса—Гурвица особенно удобен для проверки устой- 
чивости системы с заданными параметрами (т. е. коэффициентами 
дифференциального уравнения). Однако им неудобно пользоваться 
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при экспериментах, так как обычно бывают известны не все коэффи- 
циенты уравнения по отдельности, а передаточная функция разомк- 
нутой цепи К(р)В(р). Кроме того, критерий Рауса—Гурвица не 
дает ясных указаний, как неустойчивую систему сделать устой- 
чивой. | 


8.7. КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ НАЙКВИСТА 


В $8.5 было установлено, что для устойчивости системы с об- 
ратной связью необходимо, чтобы передаточная функция системы 


К) ы а. К _ 
К (р) = Т0) 0) — 1 70) (838 


не имела полюсов в правой полуплоскости переменного р = з + іо. 
Здесь использовано обозначение 


Т(р) = — К(р) В (р) = — Н (р), (8.31) ш 


где 
Н(р) = К(р)В() (8.32) 


представляет собой передаточную 
функцию разомкнутой системы. 

Требование отсутствия полюсов 
в правой полуплоскости для функ- ~ 
ции К,(р) равносильно требованию в 
отсутствия нулей у знаменателя 
выражения (8.30). 

Таким образом, для устойчивости А 
необходимо, чтобы функция 


Е(р) =1+ 7 (р) (8.33) 
не имела нулей в правой полуплос- 
кости р. 

Это означает, что показанный на ’ Рие. 8.13. 
рис. 8.13 замкнутый контур на 
плоскости р = 94- ію, образованный мнимой осью іф и дугой 
бесконечно большого радиуса К, не должен охватывать такой точки 
р, в которой функция Ё(р) обращается в нуль. 

Перейдем теперь от плоскости р к плоскости Ё(р), т. е. такой 
плоскости, на действительной и мнимой осях которой откладываются 
соответственно действительная иг и мнимая ог части комплексной 
функции Р(р). Тогда замкнутому контуру обхода С (на плоско- 
сти’р, рис. 8.13) будет соответствовать также замкнутый контур 
на плоскости ЁР(р). Подобный контур.называется годографом 
функции Ё(р). Этот годограф представляет собой кривую, описы- 
ваемую концом вектора Ё(р) на плоскости ик, оғ при измене- 
нии частоты @ от —оо до --со. Длина вектора равняется мо- 
дулю Р(1), а проекции на оси — действительной ир(о) и мнимой 
0р(®) частям функции Ро). 
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При движении точки р вдоль оси іо на рис. 8.13 уравнение (8:33) 
переходит в 


- Е (1®) = 1 яе Т (іо), (8.33°) 
а при движении точки р по дуге. бесконечно большого радиуса К 
уравнение будет 
Е (со) = 1, 
так как при ®-> оо Т (оо) обращается в нуль. Это объясняется 
тем, что в реальных усилителях при ® = оо либо К (іо), 


либо В (^о) (либо обе функции) равны нулю. Поэтому Н (ѓо) при 
© =» оо обращается в нуль, а Р (1) в 1 [см. уравнение (8.33). 


ѓи) 


Рис. 8.14. 


Следовательно, изменяя @ от — оо до -- оо, получим годограф 
Е(ї®) в виде замкнутого контура на плоскости ир, оғ. Подобный 
контур для устойчивой системы показан на рис. 8.14. Устойчивость 
вытекает из того факта, что годограф АЁ(іф) не охватывает начала 
координат. 

Сплошной линией‘ показана часть контура, соответствующая ча- 
стотам 0 < о < оо, а пунктирной кривой— частотам — со «в < 0. 
Так как функция иғ(®) — четная относительно ®, а ов (о) 
нечетная, то оба участка контура симметричны относительно дей- 
ствительной оси. Рис. 8.14 построен для случая, когда передаточ- 
ная функция разомкнутой цепи Н(іо) при ® = 0 отлична от нуля 
(это возможно, например, для усилителей постоянного тока, в кото- 
рых отсутствуют переходные конденсаторы). 

В большинстве случаев передаточная .функция разомкнутой 
цепи Н (іо) обращается в нуль как при о = оо , так и при о = 0. 
Годограф А(іо) для этого случая, представляющего основной инте- 
рес для радиотехнических усилителей с обратной связью, изобра- 
жен на рис. 8.15. 

Перейдем теперь от функции Ё(®) = 1+7 (іо) =1—Н (іо) 
к функции Н (іо) =1— Е (10). 

Очевидно, что годограф Н (іо) может быть получен сдвигом 
годографа Ё (1%) на одну единицу влево и поворотом его на 180°. 

Таким образом приходим к рис. 8.16, на котором изображен 
годограф Ню). На этом рисунке показана только часть кривой 
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для положительных значений о. Можно сказать, что Н(іо) является 
годографом амплитудно-фазовой характеристики разомкнутой цепи. 
Критической точкой в данном случае является точка 1, 0. 

Если годограф амплитиудно-фазовой характеристики разомк- 
нутой системы не охватывает точку 1, 0, то при замкнутой цепи 
обратной связи система устойчива. В противном случае система 
неустойчива. 


Ир (м) 


м -= -со 11:10 


Рис, 8.15. 


Это условие называется критерием устойчивости Найквиста, 
а годограф Н (іо) — диаграммой Найквиста. 

Рис. 8.16 соответствует устойчивой системе. Пример диаграммы 
Найквиста для неустойчивой системы показан на рис. 8.17. 

Следует отметить, 
что при сложной схеме 
устройства форма диа- 
граммы бывает настоль- 
ко усложнена, что по 
ней трудно судить о 
попадании точки 1, Юв 
замкнутый контур годо- 
графа. В подобных слу- 
чаях оказывается полез- 
ным критерий, выте- 
кающий из критерия 
Найквиста, основанный 
на подсчете числа пере- Рис, 8.16, 
сечений годографом оси 
ин(®) на участке 1, оо. 

Для устойчивости системы необходимо, чтобы годограф либо 
вообще не пересекал этот отрезок (как на рис. 8.16), либо пересе- 
кал его в положительном и отрицательном направлениях одина- 
ковое число раз. 

Критерий Найквиста получил наибольшее распространение в ра- 
диоэлектронике, автоматике и других смежных областях. Основ- 
ное его преимущество: удобство оперирования амплитудно-частот- 
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ной и фазо-частотной характеристиками разомкнутой системы. 
В некоторых системах, например, содержащих линии, этот метод 
по существу является единственно приемлемым. 


Рис. 8.17. 


Вместо полярных диаграмм (годографов), изображенных на 
рис. 8.16 и 8.17, при применении критерия Найквиста могут быть 
использованы обычные амплитудная и фазовая характеристики 
разомкнутой системы. 


Рис. 8.18. 


Действительно, длина вектора Н (іо), как это ясно из выражения 
(8.32), есть не что инее, как модуль коэффициента передачи разомк- 
нутой цепи КВ, т. е. амплитудная характеристика этой цепи, а ар- 
гумент ф, (рис. 8.16), равный 


н (ә) 
Фн = атов: (в) = Фк (©) + Фв (9), 


есть фазовая характеристика цепи КВ. 
Совместив на общем графике амплитудную и фазовую харак- 
теристики, нетрудно дать ответ на вопрос об устойчивости системы. 
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Если при изменении о от 0 до со фаза фн не достигает. вели- 
чины 2л, то замкнутая система устойчива при любой величине 
КВ..С другой стороны, если КВ при любой частоте меньше единицы, 
то система устойчива при любой фазовой характеристике. Система 
неустойчива, если имеются частоты, при которых одновременно 
выполняются два условия: Й 


Фк + Фр = п2л, п — целое число, | (8.34) 


Н=КВ>1. 


По существу эти два условия необходимы для обращения в нуль 
знаменателя в выражении (8.7), определяющем передаточную функ- 
цию замкнутой системы. 


КА 


| 


ее ры 


Рис. 8.19. 


Пример амплитудной и фазовой характеристик устойчивой 
системы с обратной связью показан на рис. 8.18, а для неустойчи- 
вой — на рис. 8.19. 

При построении этих характеристик учтено, что при о = 0 и 
«© = оо величина КВ обращается в нуль. При о-0 это обуслов- 
лено влиянием последовательно включенных конденсаторов в ка- 
нале К или В (см., например, рис. 8.2), а при ®-> оо— влиянием 
шунтирующих емкостей (междуэлектродные емкости, емкость мон- 
тажа и т. д.). Полное изменение фазы при изменении о от 0 до оо 
зависит от характера и числа звеньев в усилителе и цепи обратной 
связи. На рис. 8.19 ог — частота паразитной генерации. 


8.8. ОБРАТНАЯ СВЯЗЬ В СИСТЕМАХ С ЗАДЕРЖКОЙ 


Рассмотрим систему, состоящую из линейного четырехполюс- 
ника с коэффициентом передачи К(іою) и «идеальной» линии за- 
держки Т, с выхода которой напряжение (7, вводится обратно в 
цепь возбуждения последовательно с генератором э. д. с. #/, (рис. 
8.20). 
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Под идеальной подразумевается линия, в которой время за- 
держки Т не зависит от частоты. Коэффициент передачи подобной 
линии принимается равным е—Т. При этом предполагается, что 
затухание линии учитывается четырехполюсником К(іф), вклю- 
чающим в себя также и линейное усиление. 

Отличие (непринципиальное) этой схемы от ранее рассмотрен- 
ной (рис. 8.1) заключается в том, что независимо от частоты, коэф- 
фициент В = 1, а коэффициент передачи прямой цепи равен 
К(іо)е—°Т 


Рис. 8.20. 


В соответствии с выражением (8.3) получаем для коэффициен- 
та передачи НЕ, изображенного на рис. 8.20, следующую 


формулу: 


> а А ОЕ 
меа 1—К (іо) е {97 


При достаточно большой величине Т для изменения фазы в 
кольце на 180° требуется относительно малое изменение частоты. 
Главной особенностью системы с запаздывающей обратной связью 
является поэтому то, что в достаточно широкой полосе частот обя- 
зательно имеются частоты, при которых обратная связь является 
отрицательной, и частоты, при е обратная связь положи- 
тельна. 

Первые из этих частот соответствуют условию 


оТ— -агеК (іо) = (28 + 1) л, #=0,1,2,3.., (8.36) 
а вторые — 


(8.35) 


оТ-— -аге К (0) = 21, = 0,1, 2,3... (8.36) · 


Вблизи частот, соответствующих отрицательной обратной свя- 
зи, модуль коэффициента передачи К(іо) может быть сколь угодно 
большим. При частотах же, соответствующих положительной об- 
ратной связи, для устойчивости системы модуль К(іо) обязатель- 
но должен быть меньше единицы (см. $ 8.7). В дальнейшем мы будем 
исходить из условия, что в интересующей нас полосе частот К(®) 
либо вообще не изменяется, либо изменяется слабо. Поэтому ус- 
ловие устойчивости сводится к неравенству 


которое должно выполняться на всех частотах 0<@<0оо, 
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Считая это условие выполненным, перепишем выражение 
(8.35) в виде геометрической прогрессии 


К, (о) = Кю ет [Е -+ Кю) е7 +- [К (ове 7297 1-2] = 
== К (іо) е—Т + [К (1%) ]? е—і2©Т + [К (200)]3 е—{8әТ + .. ‚ 830 
Соответственно 
‚ 0, = 0 Ко) ет -- 0, [К(о)]?е- 257 --... (8.38) 


Правую часть этого выражения можно трактовать как сумму 
комплексных амплитуд напряжений, являющихся результатом 
последовательных циркуляций в замкнутом кольце обратной 
связи: слагаемое (7, К (іо) е–‘°7 «проходит» один раз через четы- 
рехполюсник К (іо) и линию задержки, слагаемое (7, [К (іф)]? е—{2Т 
проходит два раза и т. д. 

Заметим, что в $ 8.1 уже была использована подобная трактов- 
ка [см. выражение (8.5)]. Однако только при наличии задержки, 
когда отдельные циркуляции разнесены во времени, такой подход 
приобретает наглядность и физическую осязаемость. 

Найдем амплитудную и фазовую характеристики передаточной 
функции Ко(іо). Для этого воспользуемся формулами (8.9) и (8.10), 
в которые подставим: 


В= 1; Фф = 0; фк = Ф — ФТ. 


Здесь через ф обозначен аргумент К (ѓо), т. е. фазовая харак- 
теристика усилителя. 
Тогда получим 


М К (о) 
Ко дет 1— К (о) соз ($ — оТ) $ К? (ә) ' (8:39) 


фо (а) = — 97 + агі т 8, (840) 


Поведение амплитудной и фазовой характеристик коэффициен- 
та передачи Ко(іо) существенно зависит от свойств четырехполюс- 
ника К(іо), входящего в кольцо обратной связи. Некоторые важные 
для практики случаи рассматриваются в дальнейших параграфах 
данной главы. 


8.9. ГРЕБЕНЧАТЫЙ ФИЛЬТР 


Сначала допустим, что К(іо) = К = сопѕі и ф(о) = 0 при 
0<о < оо, т. е. что четырехполюсник составлен из одних лишь оми- 
ческих сопротивлений. Тогда при частотах, отвечающих первому 
условию (8.36), соѕ Т = — 1 и Ко(о) в соответствии с формулой 
(8.39) имеет экстремумы типа: минимума, а при частотах, отвечаю- 
щих второму условию (8.36), Ко(®) проходит через максимумы. 
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Таким образом, минимальные значения амплитудной характе- 
ристики 


Ко (0+1) = Б= х (8.41) 
а максимальные 
К (оз) = ту. (8.42) 
Ко) 
9 


м мч 


=] 


Рис. 8.21. 


Частотный интервал между двумя соседними максимумами 
(или минимумами), как это ясно из (8.36), при аг&К (іо) = 0 
равен 


(8.43) 


Графики Ко(®) для нескольких значений К представлены на 
рис. 8.21. 

Амплитудно-частотная характеристика четырехполюсника с за- 
держкой в цепи обратной связи имеет вид «гребенки». Фильтры с 
такими характеристиками получили название «гребенчатых» фильт- 
ров. К. 
Ширина 2Ло, каждого зубца гребенки, определяемая по ос- 


І , т 
‚лаблению на границах до —— от максимума, может быть наидена 


уе 
из соотношения 

Ко (зв Е Дод) _ 1— К ЕБЕ 

Ко (оак) у 1+ К2— 2К соѕ (АТ) у? ' 


откуда 


; 4К — К: —1 1— К)? 
соѕ Доо Т == г У 1 == А (8.44) 


354 


При значениях К, близких к единице, соз Ав, Г также мало 
отличается от единицы и можно записать р 


соз Аа, Т 1 — СК. 


С другой стороны, разлагая созЛо,Т в степенной ряд и учиты- 
вая лишь первые два члена ряда (что можно сделать, когда созА®, Г 
близок к единице), получаем 

Ао, Т)? 
соѕ Доо Г = 1— 9677 3 

Приравнивая иравые части последних двух выражений, нахо- 
дим, что ‘Ао Г^А1 — К, а вся «полоса пропускания» одного зубца 
гребенки 


ЗА = 21 К. (8.45) 


С приближением К, т. е. коэффициента передачи разрмкнутого 
тракта кольца, к единице толщина зубцов гребенки очень быстро 
уменьшается. Это свойство гребенчатого фильтра весьма ценно для 
выделения периодических сигналов из шумов или любых других 
помех с «размытым» спектром. Если задержка Т равна периоду 
повторения сигналов, то в зубцы гребенки попадают соответству- 
ющие компоненты дискретного спектра сигнала и лишь небольшая 
доля компонентов спектра помехи. Таким образом достигается 
повышение отношения сигнал/помеха на выходе фильтра по срав- 
нению с таким же отношением на его входе. Следует, однако, от- 
метить, что при введении в кольце обратной связи усиления, при- 
ближающего К к единице, резко: снижается запас устойчивости 
системы и облегчается возникновение самовозбуждения (паразит- 
ной генерации). . 

Обратимся к рассмотрению фазовой характеристики гребенча- 
того фильтра вблизи одной из частот ®,,, соответствующей максиму- 
му амплитудной характеристики. 

Перепишем формулу (8.40) с учетом того, что ф = 0, а оТ = 
= (0%, -- Ао) Т = 28л ЛОТ: 


Фо (@лк + Ав) = — 2х — ДӨТ — агсіс т. (8.46) 


Наклон фазовой характеристики определяется производной 


а КТ созот — КТ р 1—-Ксоѕдәт 
2009) Ка Као ДАР == 1 Кеда 6 
В точке Ло = 0, т. е. при Ф» оз, 
Чо В. ЫГ сар. НЕЧТО ОА | 
а (Ло) ИР е нареч Тк. (8.47') 
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Сравнивая ‘этот результат с формулой (8.42), замечаем, что 
наклон фазовой характеристики в зубцах гребенки превышает 
время задержки во столько же раз, во сколько модуль коэффициен- 
та передачи Ко(озк) четырехполюсника с обратной связью превы- 
шает модуль К коэффициента передачи разомкнутого тракта. 

Все приведенные выше соотношения были получены при допу- 
щении о равномерности амплитудно-частотной характеристики 
К(о). В реальных системах это условие, конечно, не имеет места. 
Нетрудно, однако, учесть влияние неравномерности характери- 
стики К(®) на форму гребенки. Как правило, в пределах одного 


Ко) 
24 


16 


12 


0 2л чл блп вл 10л ' «т 


Рис. 8.22. 


зубца изменением К(®) можно пренебрегать. Медленное же изме- 
нение этой характеристики на широких частотных интервалах 


порядка Р и более можно учесть подстановкой в формулы (8.39)—. 


(8.47) значений К(%), соответствующих рассматриваемому участ- 
ку диапазона. 

При этом оказывается, что даже незначительное изменение 

К(о) приводит к резкому, особенно при К(%о)-> 1, изменению ам- 
плитуды «зубцов». 

Для иллюстрации этого свойства гребенчатого . фильтра на 
рис. 8.22 изображена амплитудно-частотная характеристика, по- 
лучающаяся при изменении характеристики К(%) разомкнутого 
тракта всего лишь от К == 0,90 (при ®Т<10л) до К = 0,95 (при 
оТ>10л). 

Из приведенных данных видно, что линейная система с поло- 
жительной обратной связью обладает свойствами, противополож- 
ными свойствам отрицательной обратной связи: усугубление не- 
равномерности амплитудной характеристики и увеличение фазо- 
вых сдвигов, присущих четырехполюснику разомкнутого тракта. 
Имеет место также подчеркивание нелинейных искажений, воз- 
никающих в усилительном элементе кольца. | 

В заключение рассмотрим свойства мазо передачи 
Ко(р) на комплексной плоскости р = с +|- іф. 
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Записывая выражение (8.35) в операторной форме ([К(іо) = 
= К(р) = К считаем действительным и постоянным] 


де 
Ко (р) = т = (8.48) 


и приравнивая знаменатель нулю, 
находим особые точки (полюсы) 
функции Ко (р): 


1— Ке 27 = 0, е?" Қ. 
р. Т = а +- іп?л, 
а = 10 К а — (1 — К). 
Таким образом, 
1— 10 
р, = — А т 5 


Расположение особых точек р, 
на плоскости р показано на 
рис. 8.28. 


Рис. 8.23. 


8.10. ИМПУЛЬСНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ГРЕБЕНЧАТОГО ФИЛЬТРА 


Основываясь на соотношении (5.16) 
г 
80 = 5: | Ко (іо) ед 
—с 


и подставляя место Ко(ѓо) формулу (8.37), получаем для импуль- 
сной характеристики четырехполюсника с задержкой Т в цепи 
обратной связи следующее выражение: 


.- +оо +оо 
=> | К (о) в -П фо + 5 | ІК (5) ре 27) до |... 
Еа ЕА (8.49) 


Первое слагаемое представляет собой импульсную характери- 
ристику четырехполюсника К(), смещенную во времени на ве- 

личину Т (в сторону запаздывания). 

Второе слагаемое является импульсной характеристикой кас- 
кадного соединения двух одинаковых четырехполюсников К(іо) 
с общим коэффициентом передачи [К(іо) 12. Величина времени за- 
паздывания в данном случае равна 2Т. Третье слагаемое опреде- 
ляет. импульсную характеристику каскадного соединения трех че- 
тырехполюсников К(іо) с общей задержкой ЗТ ит. д. 
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Таким образом, выражение (8.49) определяет импульсную 
характеристику четырехполюсника с обратной связью в виде на- 
ложения импульсов, циркулирующих по замкнутому кольцу обрат- 
ной связи, причем каждый последующий: импульс пробегает на 
один четырехполюсник К(іо) больше, чем предыдущий. Как пра- 
вило, с возрастанием номера циркуляции длительность отдельных 
импульсных характеристик возрастает. Поэтому если на первых 
пробегах эти функции при достаточно болыной задержке Т не пе- 
рекрываются во времени, то в дальнейшем такое перекрытие яв- 
ляется неизбежным. 


91) 


ТГ. Р 


Рис. 8.24. 


Рассмотрим сначала идеализированный случай К(іф) = К = 

== сопз{. Ясно, что при равномерном пропускании всего спектра 
от 0 до со каждый из членов выражения (8.49) дает функцию вида 
К"ӧ ({ — пТ), т. е. единичный импульс, ослабленный в К” раз и 
задержанный на МТ сек. 

Таким образом, в данном случае 


8) = Ко( Т) + К-т 00—87) +. 


-В тех случаях, когда К близко к единице, можно восполЬ- 
зоваться соотношением 
ШК = 10 [1— (1— К)] а — (1 — Қ). 
Тогда 
== К — е!пК == е (1—К), 
Қ? = е? шк = е-201 К), 


Можно поэтому считать, что амплитуды импульсов, возникающих - 
на выходе четырехполюсника через интервалы Т, убывают по 


т 
закону е 77 (рис. 8.24). 
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Отсюда следует; что постоянная времени гребенчатого фильтра 
т Я 2 
равна Ге" Заметим, что этот результат совпадает с найденной в 


предыдущем параграфе величиной наклона фазовой характери- 
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стики фильтра вблизи одной из точек @2ь = —: 

Рассмотрим теперь другой важный для практики случай, когда 
входящий в кольцо обратной связи четырехполюсник представля- 
ет собой избирательную (резонансную) цепь. 

Для упрощения математического анализа целесообразно исхо- 
дить из «гауссова» фильтра с коэффициентом передачи 


(ор) 


К(іө) = Ае э ©“, (8.50) 


где ор — резонансная частота фильтра; 
Б — половина полосы пропускания, определяемая по 0с- 
1 


лаблению на границах до е ?; 
і, — наклон фазовой характеристики (линейной). 
Кроме того, А<<1 (из условия устойчивости системы). 
Импульсная характеристика фильтра, определяемая первым 
слагаемым правой части формулы (8.49), приводится к виду * 


5 ме 


А2 е 2 соз@р#, ‚ (8.51) 
а при учете задержки Т 


Щ_ ыы 
д.02 202 А Г созе, (Т). (8.59) 
т 


` Таким' образом, первая импульсная характеристика представ- 
2 1 
ляет собой «гауссов» импульс с длительностью ү (на уровне, т7-) ис 
8 
частотой заполнения @}. 5 
При определении импульсной характеристики, соответствую- 
‘щей второму слагаемому формулы (8.49), следует иметь в виду, 
что возведение в квадрат К(іф) эквивалентно снижению вдвое 652 
и увеличению вдвое & (и, конечно, возведению в квадрат А). 
Поэтому функция, аналогичная (8.51), должна быть записана 


в форме 
ааа р? 
А ИО 
д ВУ Е 95 соз р, 
У 


1 Это выражение нетрудно получить с помощью (5.17). 
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а с учетом задержки на 2Т. 


55 в 
05 (2) = Д? е зат (Т41,)) 
С 


Для п-го члена формулы (8.49) получим следующее общее вы- 
ражение: 


соз®,(#— 27). (8.53) 


Ь» ; 
БУ ЕЩЕ 
2, (0) = А" = ер соѕор (2 — пТ). (8.54) 


Отсюда видно, что после п-го пробега по кольцу длитель- 
ность импульса возрастает в уи раз (по аа — с первым 


пробегом), а амплитуда импульса снижается в раз. 


Этот результат можно сформулировать в виде общего правила: 
сужение полосы’ пропускания четырехполюсника, входящего в 
кольцо обратной связи, приводит к убыстрению убывания цирку- 
лирующих импульсов и увеличению их длительности. 


8.11. ПРОЦЕССЫ УСТАНОВЛЕНИЯ В ГРЕБЕНЧАТОМ ФИЛЬТРЕ 


Рассмотренные в предыдущих параграфах свойства функций 
передачи К,(р) и импульсных характеристик 6(#) позволяют выявить 
главные особенности протекания процессов установления в гребен- 
чатых фильтрах. 

Пусть к системе, изображенной на рис. 8.20, в момент # = 0 
прикладывается э. д. с. произвольной формы (2). 

Переходя к изображению этой э. д. с. по Лапласу Е(р) и ос- 
новываясь на выражениях (8.35) и (8.37), которые в операторной 
форме имеют вид 


К (= ИРИ рт 2е—27Т зе—ЗрТ 
о кре = К (Р)е +1К(0)]? е 227 -[[К (р)]? е 307 +... 


можем записать общее выражение для сигнала на выходе систе- 
мы [см. выражение (5.6)] 


р" ЕК 
аба | рсе ее 
с—ісо Е 

{ с+ісо 
Эт | Е (р) К (р) е? 7) ар + 
с 15 


Е | Е (р)ІК (о) еР 4-27) йр +... (8.55) 


| 


2ті 
соо 
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Первое слагаемое в правой части этого выражения определяет изме- 
нение входного сигнала после первого пробега через четырехпо- 
люсник К(р) и линию задержки, второе слагаемое — после дву- 
кратного пробега по кольцу, третье слагаемое — после трехкрат- 
ного пробега и т. д.. 

Таким образом, для 0<<Т напряжение на выходе системы 
равно нулю, для Т</<2Т это напряжение определяется первым 
слагаемым, для 27</і< ЗТ полное выходное напряжение явля- 
ется суммой первых двух слагаемых, для ЗТ<ЕАТ — суммой 
трех слагаемых и т. д. 

В тех случаях, когда входной сигнал е(#) имеет характер импуль- 
сов с длительностью, меньшей, чем время задержки Т, причем 
при последовательной циркуляции по кольцу эффект удлинения 
импульсов проявляется незаметно, в суммировании слагаемых вы- 
ражения (8.55) нет необходимости: каждое слагаемое определяет 
полное выходное напряжение в соответствующие моменты времени. 

Выражение (8.55) по своей структуре совпадает с (8.38) с тем, 
однако, различием, что (8.38) определяет комплексную амплитуду 
установившегося гармонического напряжения с частотой о, а 
(8.55) — мгновенное значение выходного напряжения при произ- 
вольной форме входного сигнала. 

Рассмотрим включение гармонической э.д.с. е(Ё = Е зто 
в момент Ё = 0. 

Задавая определенную функцию К(р} и подставляя изображе- 
ние синусоидальной э.д.с. по формуле 


е 


Е (р) = (взпогена- агаг: 
нетрудно найти каждое из слагаемых правой части выражения 
(8.55). По истечении достаточно большого времени на выходе сис- 
темы установится напряжение с частотой ® и комплексной ампли- 
тудой, определяемой выражением (8.38). С целью максимального 
упрощения задачи допустим, что К({) = К == сопѕї при 0<о<оо. 

Тогда: 

для 0<ЕЁ<Т правая часть равна нулю, 

для Т< < Т все слагаемые, кроме первого, равны нулю, 
а первое равно 

КЕ, т (0 — ӨТ), 


для 27 << ЗТ отличны от нуля два первых слагаемых, 
которые дают суммарное напряжение; 


КЕ, зіп (в — ©Т) +- КЕ о зіп (о — 25Г) и т. д. 
Для ПТ << (п + ПТ будем иметь 
Ивых (2) = КЕ, зіп (оѓ — оТ) + КЕ, ѕіп (оѓ — 20Т) -- 
+ ....-Е К" Бу зщ (о — поТ). З (8.56) 
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Через каждый промежуток времени Т к ранее действовавшему 
на выходе напряжению добавляется (скачком) синусоидальное 
напряжение с амплитудой, в 1/К раз меньшей (К<1 по условию 
| устойчивости системы), и с 
фазой, на . оТ отстающей по 
сравнению с предыдущим скач- 
ком. І 

При представлении с по- 
мощью векторной диаграммы 
результирующее выходное на- 
пряжение изобразится вектором 
ОА, скачком изменяющим 
свою длину и положение в 
моменты. Ё=Т, ЭТ, З 
(рис. 8.25). При #-> оо длина век- 
тора ОА обращается в К,(о)Е,. 


Рис. 8.25. Если Ыс о э. д. с. крат- 
на величине =, т. е. оТ = к2л, 


где к — любое целое число, то все парциальные векторы склады- 
ваются в фазе и амплитуда выходного напряжения изменяется 
так, как это изображено на рис. 8.26. 


Рис, 8.26 


В тех случаях, когда четырехполюсник К() является инер- 
ционным, приращения амплитуды и фазы в моменты # = Т, 2Т ... 
не имеют скачкообразного характера, а происходят плавно. Оп- 
ределение точного закона амплитуды и фазы может быть выполне- 
но на основе выражения (8.55). 


3.12. НАКОПЛЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКОГО СИГНАЛА 


Пусть сигнал на входе гребенчатого фильтра имеет вид перио- 
дической последовательности импульсов’ произвольной формы с 
периодом повторения Т, равным времени задержки фильтра. 

Этот случай представляет основной интерес для практики, так 
как гребенчатый фильтр широко применяется для фильтрации 
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именно периодических сигналов, точнее, «пачки» одинаковых им- 


пульсов с постоянными временными интервалами. 

Полагая, как и ранее К(15) = К = сопѕі, а также считая 
линию задержки «идеальной» (см. $ 8.8), приходим к следующему 
очевидному результату: каждый входной импульс порождает на 
выходе системы серию импульсов, отстоящих один от другого на 
время Т и имеющих амплитуды, убывающие по закону Кь, КЗ, 


К». -.. 


К(1+К+К?)Е 


Рис. 8.27. 


'На рис. 8.27,а показана периодическая последовательность 
входных импульсов, начинающаяся с момента { = 0, а на 
рис. 8.27,6, в, г, ит. д. 1, П ит. д. серии убывающих 
импульсов, возникающих на выходе под действием соответственно 
1-го, 2-го ит. д. входных импульсов. 

Суммируя (по вертикали) последовательности 1, П и т. д., по- 
‚лучим в моменты Ё: 


і = 0 Ивых = 0, 
= Т вых = КЕ, 
#=2Т Ивых = К (1 К) Е, 
= т Ивых = К(1+ К ++ КЭ) Е, 
і = пТ Шз е КШ ЗАТЕ КЕ 5-8 
При пэ оо, {> оо, Ивых =“ (нижний график на рис. 8.27). 
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Нетрудно. установить, что огибающая выходных импульсов на- 
і 


растает по закону 1— е т ‚ как это и должно быть при импульс- 
ной характеристике, изображенной на рис. 8.24. Таким образом, 
имеет место накопление сигнала. 

К этому же результату можно прийти и с помощью спектраль- 
ного подхода: разлагая входной сигнал в ряде Фурье и применяя 
к каждой гармонике результаты, полученные в предыдущем пункте 
для включения синусоидальной э.д.с., найдем, что после оконча- 
ния процесса установления амплитуда каждой из гармоник на 


выходе увеличивается в раз. Так как частоты всех гармоник 


1 
1—К 
2п 
кратны величине ——, то фазовые соотношения в спектре сохраня- 


ются и выходные импульсы, совпадая по фазе С ВХОДНЫМИ, ВОЗ- 


растают в раз. 


1—К 

При учете . инерционности четырехполюсника К(іо) задача 
сильно усложняется, так как приходится учитывать не только ос- 
лабление амплитуды, но и изменение формы импульса при последо- 
вательных циркуляциях по кольцу обратной связи. 

Не останавливаясь более подробно на рассмотрении подобных 
задач, ограничимся приведенными выше рассуждениями, весьма 
наглядно поясняющими суть процесса накопления в гребенчатом 
фильтре при совпадении периода повторения сигналов с временем 
задержки в кольце обратной связи. 


8.13. РЕЦИРКУЛЯТОРЫ 


Для систем с обратной связью без специальных линий задерж- 
ки метод расчета, основанный на циклическом обходе замкнутой 
системы, по существу является всего лишь формальным приемом. 

При сигналах же, коротких по сравнению с временем задержки, 
использованное в предыдущих параграфах данной главы понятие 
о «циркуляции» сигналов в кольце отображает реальный физичес- 
кий процесс. Г 

Для современной радиоэлектроники особый интерес представ- 
ляют «кольца», способные обеспечивать достаточно большое число 
циркуляций без заметного искажения сигнала. Помимо того, что 
подобная система представляет собой гребенчатый фильтр 
(см. $8.9), она может быть использована в качестве «памяти», т. е. 
устройства, запасающего информацию. 

Чем меньшие искажения претерпевает сигнал при пробеге по 
кольцу, тем меньше разрушается содержащаяся в нем информация 
и тем, следовательно, большее число циркуляций может быть ис- 
пользовано ‘для запасания информации. Ясно поэтому, Что дли- 
тельность памяти подобного устройства, иногда называемого ре- 
циркулятором, равна времени задержки Т, умноженному 
на число неискаженных циркуляций п. 
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Построение рециркуляторов на большие значения И является 
весьма сложной задачей. Дело в том, что и пробегов сигнала по 
“кольцу. эквивалентно одному пробегу того же сигнала через п 
каскадно соединенных четырехполюсников, каждый из которых 
содержит все элементы кольца. При этом резко подчеркиваются все 
дефекты амплитудно- и фазо-частотных характеристик усилите- 
лей, используемых в кольце для компенсации весьма большого 
затухания линии задержки. 

Для более отчетливого представления о возникающих труд- 
ностях полезно напомнить, что при снижении на какой-либо ча- 
стоте амплитудно-частотной характеристики в кольце до К (отно- 
сительно максимального значения, приравненного единице), не- 
равномерность тракта, эквивалентного п пробегам, составляет К”. 

Так, например, при ослаблении всего лишь на 1%, т. е. при 
К = 0,99 и п = 100, ослабление характеристики эквивалентного 
тракта из 100 четырехполюсников составит 0,99100 д> 0,37. 

В связи с этим простые рециркуляторы «амплитудного» типа 
пригодны практически для относительно небольшого числа цир- 
куляций, не превышающего нескольких десятков. 

Для увеличения памяти используются приемы, основанные на 
различных преобразованиях входного сигнала. 

Общий смысл этих приемов заключается в том, чтобы по воз- 
можности ослабить требования к характеристикам кольца. 


ГЛАВА 9. 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 


9.1. ОБЩИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 


Из материала предыдущих глав видно, что линейные системы 
с постоянными параметрами позволяют осуществлять лишь такие 
преобразования сигналов, которые не сопровождаются возникнове- 
нием новых частот в их спектре. К подобным преобразованиям от- 
носятся: линейное усиление, дифференцирование и интегрирова- 
ние сигналов, отделение сигналов с заданной частотой от сигналов 
и помех с другими частотами (фильтрация и селекция) и прочие 
аналогичные процессы. 

Такие основные радиотехнические преобразования, как гене 
рирование высокочастотных колебаний, перенос спектра переда- 
ваемого сообщения в область радиочастот (модуляция), выделение 
сообщения из модулированного колебания (детектирование), сдвиг 
спектра сигнала на оси частот (преобразование частоты) и многие 
другие процессы могут быть осуществлены лишь с помощью нели- 
нейных систем, либо с помощью линейных систем с переменными 
параметрами (параметрические системы). 

В данной главе рассматриваются общие свойства и методы ана- 
лиза линейных цепей с переменными параметрами. 

Системы с переменными параметрами играют очень большую 
роль в радиотехнике и электронике. | 

Можно говорить о двух принципиально различных видах из- 
менения параметров радиотракта: 

а} умышленное, управляемое изменение с целью осуществления 
различных преобразований сигналов (модуляция, преобразова- 
ние частоты, параметрическое усиление и т. д.); 

6) неуправляемое изменение, обусловленное различными фи- 
зическими явлениями при передаче сигналов в свободном про- 
странстве, например изменяющаяся во времени задержка сигнала, 
колебание величины затухания волн при их распространении, 
изменение фазовых соотношений при многолучевом распростране- 
нии радиоволн, изменение сигналов во времени из-за флуктуации 
параметров тракта и т. д. 

Влияние изменений параметров второго вида, носящих обычно. 
статистический характер, будет рассмотрено во второй части дан- 
ного курса. В настоящей же главе изучаются явления при прину- 
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дительном изменении во времени одного из параметров линейной 
цепи — апериодической или колебательной. 

В основном имеется в виду изменение ет по периоди- 
ческому закону. 

Под управляемыми параметрами подразумеваются активные эле- 
менты, емкости и индуктивности. 

Хотя для излагаемой здесь 
общей теории параметрических 
цепей безразлично, как. осу- 
ществляется изменение пара- 
метра — с помощью электрон- 
ного или механического устрой- 
ства — имеются в виду именно 
электронные способы, обеспечи- 
вающие практически безынерци- 
онное управление параметром 
цепи. 

Приведем простые примеры 
электронных способов осущест- 
вления вариации параметров 
цепи: сопротивления (или про- 
водимости), емкости и индук: · 
тивности. 

Для. получения сопротивле- 
ния Ю(, изменяющегося во 
времени по заданному закону 
и, вместе с тем, не зависящего 
от величины входного сигнала, 
может быть использован, напри- 
мер, электронный прибор с Рис, 9.1. 
вольтамперной характеристикой, 
показанной на рис. 9.1. 

Положение рабочей точки на характеристике і, = Ке.) опре- 
деляется постоянным напряжением Е. По отношению к достаточно» 
слабому сигналу е,(ї) сопротивление рассматриваемого электрон- 
ного прибора можно определить выражением 

Ю_ = Чеа Со © (9.1). 


Фа е.=Бо 


Здесь а — угол наклона касательной к кривой ї, = /(ел) в точке 
А (е. =) 

Параметр А. называют дифференциальным соп- 
ротивлением, а также сопротивлением пе- 
ременному току. 

Соответственно дифференциальная проводи- 
мость (крутизна) определяется как 


Чо 
5-= аед ° 
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На рис. 9.1 изображена зависимость $. от е, на участке, 
соответствующем квадратичной зависимости і, от е,. Очевидно, 
что на этом участке функция $. (е,) имеет вид прямой линии. 
Если на постоянное напряжение Ё, наложить переменное «управ- 
ляющее» напряжение еу, то крутизна 5. будет изменяться по 
закону изменения еу (/). По отношению же к слабому сигналу 
е,({) проводимость 5. можно рассматривать как линейный па- 
раметр, не зависящий от величины сигнала. 

Величина, обратная 5., т. е. сопротивление Ю_, будет при 
этом изменяться обратно пропорционально напряжению еу. На 
относительно небольшом участке изменения еу функцию К- (6) 
можно считать линейной (убывающей). 

Таким образом, электронный прибор ‹ с квадратичной вольтам- 
перной характеристикой, являющийся для источника относитель- 
но большого управляющего напряжения е; нелинейным элемен- 
том, является линейным элементом для слабого сигнала е,. 

Существенной особенностью дифференциального сопротивле- 
ния, а также крутизны является то, что указанные параметры могут 
быть отрицательными. Для этого нужно, чтобы вольтамперная 
характеристика имела спадающий участок, как это показано на 
рис. 9.1, в окрестности рабочей точки В с абсциссой е = Ёов. 

Примером электронно-управляемой емкости может служить 
емкость р-п перехода полупроводникового диода, величина ко- 

торой зависит от приложенного к переходу управляющего напря- 
жения. 

По аналогии с выражением (9.1) можно ввести понятие диф- 
ференциальной емкости, определяемой как 


а И `` 0.2 


где 4 — заряд, а 

О, — исходное напряжение на р-п переходе. 

При наложении на И, управляющего напряжения еу (1) можно 
получить в некоторых пределах линейную зависимость С. от еу и 
тем самым осуществить требуемую вариацию емкости С-. 

От величины же слабого сигнала е,(!) емкость С. практиче- 
ски не зависит. 

В качестве переменной индуктивности можно привести пример 
катушки с ферромагнитным сердечником, магнитная проницаемость 
которого зависит от величины подмагничивающего тока і. 

Дифференциальную индуктивность такой 
катушки можно определить как 

д = іф (0) Р 
2 аі = 
где Ф — потокосцепление; И р 

Го — исходное значение подмагничивающего тока. 

Следует иметь в виду принципиальное различие между диффе- 
ренциальным сопротивлением.и дифференциальными реактивны- 
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(9.3) 


ми элементами: индуктивность и емкость не могут быть отрица- 
тельными 1. 

Физически это объясняется тем, что увеличение напряжения 
на емкости не может вызвать уменьшения заряда, а увеличение 
тока через индуктивность не может привести к уменьшению потоко- 
сцепления. Иными словами, энергия, запасаемая в электрическом 
полё.конденсатора или в магнитном поле катушки, не может быть 
отрицательной. 

В дальнейшем изложении изменяющиеся во времени парамет- 
ры (2, С(2) или [(1) будут рассматриваться как линейные эле- 
менты, отвечающие принципу суперпозиции. Термины «дифферен- 
циальное» сопротивление, а также «дифференциальная» емкость 
или индуктивность, существенные для характеристики способов 
-вариации параметров, но не для анализа составленных из этих па: 
раметров цепей, не будут применяться. 


9.2. ПРОСТЕЙШИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 


Для выявления свойств линейных цепей с переменными пара- 
метрами необходимо рассмотреть особенности дифференциальных 
уравнений этих цепей. 

Уточним сначала соотношения между электрическими величи- 
нами для энергоемких элементов Ё = (В и С = С(В. 

Пусть задана индуктивность Ё = [(4 и требуется найти напря- 
жение и,, создаваемое на этой индуктивности током КА. Основы- 
ваясь на законе электромагнитной индукции, следует исходить 
из общего выражения 


б ааа Г и аі. 
ш) = 52 ООО роу +1040. (9.4) 
В частном случае / = сопѕі второе слагаемое в правой части 
обращается в нуль и и, (1) = 4. Существенно, что в случае 


меняющейся во времени индуктивности на ее зажимах возникает 
напряжение даже при прохождении постоянного тока. 

Если задано напряжение иџ ({) на индуктивности Ё = / (№), 
то, очевидно, 


(2) (0) = {0.04 


и, как и в случае постоянной индуктивности, 


а= гр [м (0) 42. (9.5) 


1 Имеются в виду простые элементы. С помощью же усилительных схем 
с обратной связью можно осуществить отрицательные Со и Г. 
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Для емкости С =С(!) исходным является соотношение между 
зарядом 4 (), напряжением ис (Р) и емкостью С (8: 


900 = С(2) ис (0). 
Отсюда для тока через конденсатор #(ёЁ) получается 


, ас (ис а 
ко = 40 ЗА [ р )] -с(0 о. 


ис(?. (9.6) 


В данном случае полезно отметить, что ток через изменяю- 
щуюся во времени емкость возможен даже при постоянном напря- 
жении.При заданном токе Е. е на емкости ис(ѓ), очевидно, 


900) _ 
пау 219 = г р [а (9 2. (9.7) 
Для последовательного соединения г (і) и 1. (#), при э. д. с. / (й) 


иг (и, (0) = НО. 


или, в соответствии с выражением (9.4), 


аі. ы) 


А 
100 ағ + 


Перепишем это уравнение, объединив слагаемые, содержащие 
ТОК Ё: 


0 +010) = 10). 


Е [7 О 212 )0= РФ). (9.8) 


Сравнивая это уравнение с общим уравнением (1.2), получаем 
следующие значения коэффициентов: 


а(0) = 100; а 


Для о соединения г(#) и С(Ё) получим урав- 
‚нение 


(2910) + та Говно 


В данном случаё удобно перейти от неизвестной переменной 


1(0) к заряду 00 = ):0 а. ^ 
Тогда А | 
+50 = р (9.9) 
и коэффициенты: | 
1 


а (0) = 7 (0); ° аа (2) = са: 
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При последовательном соединении трех переменных элементов 
получим соответственно 


а. 09 


0 0 000010 + су | 9 = 10, 


а после перехода от тока { () к заряду 9(1): 


ОЙ + кон + уе і. 09.10) 


В данном случае коэффициенты: 


аі 1 
=; а=г0 +90: а= т: 


Тип уравнения и способы его интегрирования зависят от ха: 
рактера функций (2), [( и С(®. 


С(2] 


ге) 


Е 
АН 


Рис, 9.2. Рис: 9.3. 


В практике редко встречаются случаи одновременного измене- 
ния нескольких параметров цепи. Как правило, принудительному 
‘изменению подвергается всего лишь один параметр. При этом наи- 
больший интерес для анализа представляет случай периодического 
изменения: В связи с этим приходится иметь дело с линейными 
уравнениями с периодическими коэффициентами. 

Рассмотрим два примера параметрических цепей, характерных 
тем, что в них изменение параметра, осуществляемое механическим 
способом, преобразуется в электрическое колебание (рис. 9.2 и 
9.3). 

На первом из этих рисунков изображена схема с угольным мик- 
рофоном. Сопротивление этого микрофона /(#) изменяется вследст- 
вие механических колебаний мембраны, которые происходят под 
действием оказываемого ва нее переменного звукового давления. ' 
Постоянная индуктивность А соответствует первичной обмотке 
микрофонного трансформатора. 

На рис. 9.3 изображена схема с емкостным микрофоном, в ко- 
тором мембрана, колеблющаяся под действнем переменного дав- 
ления, является одной иа пластин конденсатора С(2). 
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Обращаясь к схеме рис. 9.2, допустим, что сопротивление 7(4) 
изменяется во времени йо закону 


‚(0 = (1 + тіп), при т<1. (9.11) 


Уравнение цепи совпадает с (9.8) при подстановке [, = сопзі 
и [ (2) = Е = сопѕі. 
Таким образом, получаем 


аі (і й Е Е . 2и ар 
я О +8 1+ тыт 90 К = > (9 12) 


ИЛИ 


0 а (010 = ЕО, (9.19) 


где 


0) = 201 + тзіпор); Е = 2. 


Общее решение уравнения (9.12 д. начальном условни #(0)=0 
имеет следующий вид: 


| | 
поет емо аға... 0913) 


В данном случае 
[ада = № [а топора = № 


тк 
— ог. соѕ 624 = оѓ — 1с05 4, 


где обозначено: 


дон 56, п= 150. (9.14) 


Следовательно, общее решение (9. 13) переходит в следующее 
выражение: 


7 
ца = Сее тни [ а, _ (9.15) 
Т 
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Для вычисления интеграла можно воспользоваться следую- 
щими разложениями 1: 


е" 80° 9 — | (1) + 2 У, 1, (1) соз пог; 
8. (9.16) 


оо 
е1998 87 160—1) 2 Ў) 1, (— п) соз пог. 
п=1 


Здесь 1, (1) — модифицированная функция Бесселя первого рода 
п-го порядка. 
Эта функция обладает следующими свойствами: 
1, (— 1) = Г. (1) для п=0, 2, 4, 6, ... 
1 (— п) = — 1. (1) для п = 1, 3, 5, 7,... 
Можно поэтому нижнюю строку в (9.16) записать следующим 
образом: 


со 
В Е Ј (п) соз и. 
п=1 


1 Исходя из разложения (см, например: Г. М. Фихтенгольц. 
Курс дифференциального и интегрального исчисления, т. Ц, стр. 391, 
изд. 1948 г.) Е 


$ (2— 2—1) +оо 


е РУ), 
п=— 00. р 
где /„ (х) — обычная функция Бесселя первого рода порядка п, и прирав- 
нивая 
г (5) 
х= р 2 = е , 
получим 
т т 
5) а) 4 
1 5 — 17 зіп (>=) 
е = е =" 


соз 91 со Я абі 
= е = № Ј. (е е", 

п=-—00 
По определению р 


—т 5 1) 
110) = е 2 Л (0) = (0) Ја), 
руе „(= (0 1С 0) 2, (а) = №. 
Таким образом, 
я со 
е1 соз 8! ЕЕ 15 (1) + > 2 (1) [е/28 т е {181 | 28 


п=] 


55 
= 1009) +2 У) /а (9) соѕ п. 


п==1 
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С помощью разложения (9.16) входящий в выражение (9.15) 
интеграл приводится к сумме простых интегралов, которые лег- 
ко вычисляются: 


і 7 


91 + п® зт п 
ех! соѕ ПОЕЁЕ = е“! ОСОЗНАЕТЕ == 
| үгт 


еЗ соѕ (п07 — фи) 3 соѕ фи 
У «2 + поз У а 4- поз 
Здесь Ёр, = 23 


Таким абразы, приходим к. следующему окончательному вы- 
ражению для тока в цепи: 


. 


о [0+2 1, (п) соѕ А07 |. 21,60) -| 


+9 (1р а по, 
2 Г. 0$ ( А) Б 


оо 
е" о (1) +2 Ў, 1, (п) соѕ ОЕ | х 


=] 


х 10 2. + У (= 1)" А (1) — Ф, ў (91 7) 
т У а2 | п? 9 


Первое слагаемое в правой части (без множителя е 9) определя- 
ет установившийся ток в схеме рис. 9.2, а второе — свободное 
колебание, связанное с включением в момент # = 0 источника по- 
стоянной э.д.с. Ё. 

Из рассмотрения установившегося тока видно, что при сину- 
соидальном изменении сопротивления /(/) изменение тока, в общем 
случае, является хотя и периодическим, но имеет сложную форму. 
Возникают гармоники с частотами, кратными частоте изменения 
параметра ©. Амплитуды этих гармоник определяются. величиной 


РЕ г и соотношением между пи 4. 


Для неискаженного преобразования звукового сигнала в элект- 
рический должно выполняться условие ; 


тЮо 


при котором бесселевы функции /, (т) высших порядков (начиная 
с л. = 2) достаточно малы по сравнению с [,(1) и могут быть от- 
брошены. . 

Практически это означает, что глубина изменения параметра 
г(2), т. е. т [см. выражение (9.11)], должна быть достаточно малой 
по сравнению с единицей величиной. 

По найденному току КЮ нетрудно определить и напряжение 


на индуктивности ағ 


Проведем аналогичное рассмотрение явлений в схеме рис. 9.3. 
Пусть емкость С(/) изменяется по закону 


6 


Уравнение (9.9) при К = сопѕї принимает вид 


2 лопа уа (9.19) 
ИЛИ Б 
29 -а()40 =Е(0). . (9.19) 


Это уравнение полностью совпадает с уравнением (9.12'), только 
в данном случае 


а (В = тс: {тт 9); Р) = Ё. 


Общее решение уравнения (9.19”) по аналогии с (9.15) 


1 
9 (2) == Е е-е соѕ 91 | е—1 соѕ Я аі. (9.20) 
0 
`В данном случае 
1.2. ы ий 
а= тс: ў = сю‘ (9.21) 


Окончательное выражение для заряда 4(1) имеет такой же вид, 
как и (9.17). Нужно лишь в постоянных коэффициентах этого вы- 
ражения заменить Ё на Л. й 

Как и в предыдущем случае, для неискаженного преобразова- 
ния звукового колебания в электрическое (в данном случае заря- 
да емкости) требуется выполнение условия т<<1. 

Продифференцировав 4(#) по времени, найдем ток в цепи ИВ, 
а по нему и напряжение на сопротивлении Л. 

Примеры интегрирования уравнения (9.10) для колебательно- 
го контура, один из элементов которого — В или С — является 
периодической функцией времени, будут приведены ниже 
($$ 9.6—9.8). 
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9.3. ПЕРЕДАЧА СИГНАЛОВ ЧЕРЕЗ ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ 


В гл. 5—8 рассматривалась передача различных сигналов через 
линейные цепи с постоянными параметрами. Связь между вход- 
ным и выходным сигналами в таких системах определялась с по- 
мощью передаточной функции К(іф) (спектральный метод) или с 
помощью импульсной характеристики (1) (метод интеграла нало- 
жения). 

Теперь нам предстоит рассмотреть более общую задачу, когда 
один или несколько элементов линейного зеп ратова яв- 
ляются функциями времени. 


5выт (2) 


=о 


Рис. 9.4. 


Очевидно, что в подобных цепях характер зависимости 
между входным и выходным сигналами в процессе передачи из- 
меняется. Это означает, что.передаточная функция цепи зависит 
не только от ®, но и от времени; импульсная характеристика также 
зависит от двух переменных: от интервала а = Ё— х между мо- 
ментом приложения единичного импульса х и моментом наблюде- 
ния выходного сигнала # (как и в случае цепи с постоянными пара- 
метрами) и, кроме того, от положения интервала а на оси времени. 
Поэтому для цепи с переменными параметрами импульсную ха- 
рактеристику следует записывать в общей форме: &(Р а) или 
&(1, х). 

Можно сказать, что &(Ь а) определяет величину отклика в мо- 
мент Ё на единичный импульс, подаваемый на вход цепи в. момент 
х = і-— а. Этот импульс записывается в виде дельта-функции 
0(7-— х). 

Если на вход четырехполюсника с импульсной характеристикой 
(ЕЁ а) действует произвольный сигнал 5(/) (рис. 9.4), то, основы- 
ваясь на принципе суперпозиции, выходной сигнал по аналогии 
с выражением (5.21) можно определить с помощью выражения: 

53 
бвых (= | 800) Е(, дах. (9.22) 
— 09 

Переходя к переменной а в соответствии с соотношением 

х= і—а, получим 
+оо 
вых (= {602 —а) (2, а) аа. (9.22') 


— со 
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Для физически осуществимой цепи в(Ь а) = 0 при а= — 
—х < 0, т. е. при х> Е [см. $ 5.3]. 
Выражение (9.22) можно поэтому записать в форме 
г: 


бвых (= | 5092, дах. (9.23) 
и 

Постараемся теперь ввести передаточную функцию К (іф, Ё), 
аналогичную функции К (іо) для цепи с постоянными парамет- 
рами, но с учетом изменения параметров во времени. ` 

С этой целью представим функцию 5 ({ — а) в виде интеграла 
Фурье: 
+оо 
| $ (о) е9) о. 


— 00 


$ — а) = - 


2: 


Здесь $ (®) — спектральная плотность сигнала 5({). 
Тогда выражение (9.22’) переходит в следующее: 


+оо +оо 
бвых (#) = = | $ (в) с ) с (і, а)е° дайо. 
— со —06 


Обозначив внутренний интеграл через К (іо, #),. перепишем 
последнее выражение следующим образом: 


+оо 


(0 = 35 | $ (о) К(ю, ем ао. (9.24) 


— 00 


Это выражение совпадает по форме с аналогичным выраже- 
нием (5.4) для цепи с постоянными параметрами. Отсюда сле- 
дует, что функция К (іо, #), определяемая выражением 


+оо 
Кю, = [ 64, а) ео да, (9.25) 


= 09 


может рассматриваться как передаточная функция линейной сис- 
темы с переменными параметрами. . 

Такой подход к теории линейной цепи с переменными парамет- 
рами был развит в работах Заде *. 

Как и для цепи с постоянными параметрами ($ 5.3), К(о, #, 
является преобразованием Фурье от импульсной характеристики. 
&(ь а). 

Наряду с выражением (9.25) можно получить еще одно опре- 
деление передаточной функции, в котором импульсная характери- 


11. А. Хааеһ. Егедиепсу Апа!уз!$ оѓ УагіаБІе МеЁхогкз, Ргосее 18$ 
оЁ ће 1ВЕ, Магеһ, 1950, р. р. 291—299. 
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стика 2(, а) не фигурирует. Для этого приложим выражение (9.24) 
к случаю, когда входной сигнал представляет собой гармоничес- 
кое колебание с частотой о. Представим этот сигнал в комплекс- 
ной форме: 


5(0) = е, — со [< 4 оо. (9.26) 


В соответствии с выражением (2.38), спектральная плотность 
подобного сигнала 


+оо +оо | . Е 
$ (©) = { 5 (0) е 1 = | 9018 (о — о), (9.27) 
к СА 


т. е. спектр состоит из одной спектральной линии. Аналогичный 
результат для сигнала 5(1) = соѕ оѓ был Е в гл. 2 [см. вы- 
ражение (2.78)]. 

Подставляя (9.27) в выражение (9.24), получаем (см. $ 2.9): 


+оо 
(0) [| 80 о) К (о, ео = К (Фо, И ео, 
—со 
откуда, опуская индекс нуль при Фо, 
Ё і 
К(іо, = 50, (9.28) 


Это определение передаточной функции в виде отношения вы- 
ходного напряжения к входному (гармоническому) аналогично 
обычному определению К(іо). Не следует, однако, упускать из 
вида, что в данном случае даже при синусоидальном входном сигнале 
выходной сигнал является несинусоидальным и обладает более 
сложным спектром. 

В сложных цепях строгое определение передаточной функ- 
ции К(іо, 1) является весьма трудной задачей. Имеется, однако, 
ряд важных для практики параметрических систем, анализ которых 
можно существенно упростить путем использования некоторых 
ириближений, вытекающих из медленности изменения А(%, #) или 
из особенностей структуры цепи. Некоторые из таких приближен- 
ных методов рассматриваются ниже. Р 
9.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 


Из предыдущего параграфа видно, какую большую роль в тео- 
рии цепей с переменными параметрами играет импульсная харак- 
теристика. Если для цепей с постоянными параметрами обычно 
сначала находят передаточную функцию А (ѓо), а по ней с помощью 
общего выражения (5.16) импульсную характеристику 8({), то в 
данном случае, наоборот, импульсная характеристика р(ї, х) ле- 
жит в основе определения функции К(іо, 1). 
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Для определения 2(ЁЬ х) непосредственно по заданным пара- 
метрам цепи без обращения к спектральному методу. необходимо 
использовать дифференциальное уравнение системы. 

Рассмотрим сначала наиболее общий случай, когда система 
описывается уравнением (1.2) : 


а, (0 у" (0 а, (д уи (0) +... Ба () у = 0), (9.29) 


в котором все коэффициенты а,, д.1, ..., бо могут являться 
функциями # (но не у!).` 

По определению импульсная характеристика *о(ї, х) является 
откликом цепи на единичный импульс 6(Ё — х), подаваемый на 
вход в момент Ё=х (см. $ 5.3). 

Из этого определения следует, что если в правой части уравне- 
ния (9.29) функцию (И заменить на (7 — х), то в левой части 
_и(1) можно заменить на &(Ё, х); таким образом приходим к урав- 
нению 


Ш п— 1 
а (0) 00) а, (0 +. рае, х) = 


= (2 — х). (9.30) 


Это неоднородное уравнение позволяет получить некоторые ус- 
ловия, необходимые для определения 0(#, х). Поскольку, однако, 
правая часть уравнения (9.30) равна нулю всюду, кроме момента 
і = х, общее решение следует искать из однородного уравнения 


п. п— 1 
ЕЕС а. и) 209 аде ЭЕ 


а! 

(9.31) 
при начальных условиях, вытекающих из уравнения (9.30), а 
также из условия, что к моменту приложения импульса 6(#— х) 
в цепи отсутствуют токи и напряжения («пустая» цепь). 
о Из теории линейных однородных уравнений известно, что об- 
щее решение уравнения п-го порядка представляет собой сумму 
из п линейно независимых частных решений: 


у0 = Ў еу (0. (9.39) 


Применительно к обозначениям уравнения (9.31) выражение 
(9.32) должно быть записано в форме 


20, х) = У (уг (0. ‚ 38:33) 


Для определения функций Ф; (х) могут быть использованы упо- 
минавшиеся выше условия, которым должна отвечать искомая 
функция 2(Ь;: х), чтобы обеспечивалась единственность решения. 
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Сформулируем эти условия: 

1. При і<х как функция џ(і, х), так и. все ее производные рав- 
ны нулю («пустая» цепь). 

2. В точке { = х равны нулю все производные порядка не вы- 
ше п -— 2. Производная же парида п — 1 в точке # = х должна 


совершать скачок на величину -—-— зу ис. 9.5): 
а, 2) М. 
1—1 х аһ (х)` 


Только при этом условии первое слагаемое в уравнении (9.30), 


арх Е . Р 
те. 007) 2800), являющееся производной от скачка (в мо- 


мент {== х), может образовать дельта-функцию 6 (і — х). 


в (х) 


а" 57 Саз Е -1) 


Рис. 9.5, 


При этих начальных условиях выражение (9.33) образует си- 
стему уравнений (при подстановке = х): · 


Фп (ж) у, (х) + Фа (х) уа +. Ф, (д у, (х) = 0, 
ау} (1) ре (0, 


100 230] рр) 20) ++," 0, | 
ИУ) у) 3, 
| нт 


бы о 


4"! уз (0) 4"! у, (6) 
Ф (0) и „+ |+. + 


а) т 
41"—! Еее 


А7 


+ Ф, (х) 


380 


Так как частные решения џ;(2) и их производные в точке { = х пред- 
полагаются иёвестными, то система (9.34), содержащая п уравне- 
ний, позволяет найти все функции ф:(х). Системе уравнений (9.34) 
соответствует определитель 


У (х) уз (х) Г А, 
У (х) = [ут (х) Уз (х) б уа (К). | 19138) 
У) УП... и 
называемый определителем Вронского. 


Применяя правило Крамера, получаем следующее выражение 
для ф; (х): 


(— ош; Мп 1) 1 (5) 


и (9.36) 


где Ми: (х) — минор, получаемый из определителя Я (х) вы- 
черкиванием строки п — 1 и столбца і, на пересечении которых 
стоит элемент у"! (х). 

Подставляя (9.36) в общее решение (9.33), получаем следую- 
щее окончательное выражение для импульсной характеристики: 


я У . 0.02.00 
у(х) у(х) 2. (А) 

80, а з= уа 90 лу |. (8800 
И-900 1-9 .. 90 


Полезно отметить, что определяемая выражением (9.37) функ- 
ция & ({, х) есть не что иное, как односторонняя функция Грина 
линейного дифференциального оператора 


Ё = а, (0) р" + али (0) р"! +... + ао (0), (9.38) 


соответствующего уравнению (9.29). 
В теории линейных неоднородных уравнений функция Грина 
используется для представления решения уравнения (9.29) в форме 


{ 


уб = | га, 0) ах (9.39) 
— © 
при начальных условиях: /(%(0) = 0 при к = 0, 1, ... п 1. 


Это выражение совпадает с (9.23). 
Пример применения полученных здесь соотношений приво- 
дится в $ 9.8. 
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9.5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СПЕКТРА СИГНАЛА В а 5 рс, ЦЕПИ 


Изменение параметров цепи по любому сложному, но периоди- 
ческому закону приводит также к периодическому изменению во 
времени передаточной функции цепи К(іо, 2). 

Пусть частота (основная) изменения функции К(іо, #) есть ©. 

Тогда эту функцию можно представить в виде обычного ряда 
Фурье 


Ко, 0 — К (6) + К, (ө) соз (© + $) + 
+ К. (іо) соз (291 + 1.) + ..., (9.40) 


где Ко(10), К,(іо) и т. д. — не зави- 
сящие от времени коэффициенты, в 
общем случае комплексные; которые 
могут быть истолкованы как пере- 
даточные функции некоторых четы- 
рехполюсников с постоянными пара- 
метрами. 

Произведение К „(іо) соѕ (по ф,) 
может рассматриваться как переда- 
точная функция четырехполюсника 
К„(ю), дополненного устройством, 
изменяющим только усиление по 
закону соѕ (пФ? + 1„), независимо 
от частоты сигнала ®. 

Основываясь на выражении (9.40), 
любую параметрическую цепь с пе- 
риодически изменяющимися пара- 
метрами можно представить в виде 
эквивалентного параллельного соеди- 
нения четырехполюсников с переда- 
точными функциями К (іо) соз(п + 
+ Фа) (рис. 9.6). 

Такое представление функции К(іо, {) позволяет легко уста- 
новить характер преобразования спектра сигнала в параметри- 
ческой цепи. Действительно, пусть на входе цепи имеется ‚ гармо- 
нический сигнал 


$ (#) = соѕ ої = Ке (е). (9.41) 


Сигнал на выходе четырехполюсника К, (іф) = К, (®) е*№ опре- 
`деляется выражением 


50 вых (Ё) = Ве [Ко (іо) ег = Ко (6) с0$ (0 - фо). 


Этот сигнал обладает частотой ® и от входного сигнала отличается 
только по амплитуде и фазе. 

Сигнал на выходе второго канала, представляющего собой кас- 
кадное соединение двух четырехполюсников — одного с переда- 


$82 


точной функцией К\1(ю) = К1(®)е!: и второго с передаточной 
функцией соѕ (©? + 11) — равен з 


81вых (2) = Ке[К, (@).е! (© +91 соѕ (9 -- 1) = | 
= Кл (6) соз (о + фз) 03 (© р) = 5 К, (ә) х 


х {с03 [(® + 9) + фл + Ф] + соѕ (о — 2) 2 - фа — 1}. 
Этот сигнал представляет собой пару боковых или комбинационных 
частот о - 9 и о —– © 
Сигнал на выходе любого другого и-го канала отличается 
ОТ 51вых (2) коэффициентом К, (о), частотами о +- пО и фазами %,: 


вазы (0) = 2 К, (6) (соз Ко + п) +, + Фа + 
+ соѕ Ко — п9) + ф, —– %Ф,]). 


Заметим, что на эквивалентной схеме рис. 9.6 выходы каналов сое- 
динены последовательно. Результирующий выходной сигнал яв- 
ляется поэтому суммой 


вы (0) = Ко (а) 0$ (в фо) +5 У К, (0) (со5 (в + п) + 


п=] 
+ Ф, + %, + со$ [(® — 09) 2 +4 ф„— 1}. (9.42) 


Этот результат указывает на следующее свойство цепи с перемен- 
ными параметрами: при изменении передаточной функции по лю- 
бому сложному, но периодическому закону с основной частотой 5 
гармонический входной сиг- 
нал с частотой ® образует 
на выходе цепи спектр, со- 
`держащий частоты о, ®-Е 9, 
о + 20 ит. д. 

Если на вход цепи по- 
дается сложный сигнал, то 
все сказанное выше относит- 
ся к каждой из частот ® 
входного спектра. Само собой 
разумеется, что в линейной 
параметрической цепи никакого взаимодействия между. отдель- 
ными компонентами входного спектра не существует (принцип 
суперпозиции), и на выходе цепи не возникает частот вида 
по: - тоз, где о, и о, — различные частоты входного сигнала. 

Поясним соотношения (9.40) — (9.42) на двух простых при- 
мерах: 

1. Четырехполюсник, составленный из двух сопротивлений: 
постоянного №; и переменного” г(В (рис. 9.7). Входной сигнал 
5(0) = соѕ оѓ. 

Закон изменения (0): 

100) = В,(1 + тсоѕ 9) при м<1. 


Рис. 9.7. 
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Сигнал на выходе (напряжение): 


а о 


О мы ма 


В данном случае передаточная функция 


К (іо, 1) = Р, + Юо(1-- т соѕ 00) 


не зависит от частоты входного сигнала ®. 
Если глубина изменения сопротивления г({) достаточно мала, 
так что т 1, последнее выражение упрощается: 


К, = (1 + тсоѕ90) = Ко (9) + К. (іо) соѕ 9%. 


К+ Ко 
Таким образом, в данном случае 
. Е Ю А " . 1 тКо 
Ко(ю) = вв. К, (о) = К. В" 


Сигнал на выходе цепи: 
за (0 = Ко(®) созе! +- 5 К; (іо) соз (в  9)# + 


+ 3 К1 (10) соѕ (о — ©). 


В более общем случае, когда т не слишком мало по сравнению 
с единицей (и №, соизмеримо с А'), должны быть учтены комбина- 
ционные частоты более высоких порядков вида о -|- по. Это нетруд- 
но сделать путем разложения точного выражения для К(іф, В 
в ряд Фурье. 

2. Четырехполюсник представляет собой линию задержки, из- 
меняющейся во времени по закону 


т (1) = т,(1 +- т соѕ 2). (9.43) 
Передаточная функция подобного четырехполюсника: 
К (1%, 19) = е-і01(1) — е— 9% (1 + т соѕ 21), (9.44) 


Полученную функцию нетрудно представить в виде выражения 
(9.40), после чего можно найти амплитуды всех составляющих 
выходного спектра, возникающих при подаче на вход гармониче- 
ского сигнала $(1) = Ре еѓх! [выражение (9.42) |. 

Не останавливаясь на указанных вычислениях, ограничимся 
рассмотрением структуры выходного напряжения, которое в дан- 
ном случае легко определяется в свернутой форме непосредственно 
по выражению (9.44): , 


Звых (1) = Ке [К (іо, 9) е = Ке Ге. ор 90). 14 = 
== С05 [6 (1 — то) — тотосоѕ 91]. 
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Получается фазо-модулированное колебание. Мгновенная час- 
тота этого колебания, определяемая как производная фазы по вре- 
мени, равна 


о (1) = о -- тот, О зт ОЕ = о (1 4 тото зто В. (9.45) 


Спектр колебания состоит из частоты входного сигнала о 
‚ и комбинационных частот о + п®, где п = 1, 2, 3, ... Амплитуды 
отдельных составляющих спектра зависят от параметра то т, 
который в данном случае имеет смысл «индекса модуляции» 
(см. $ 4.6). 


9.6. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЙ КОНТУР С ЕЯ ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ 
ЕМКОСТЬЮ 


Рассмотрим уравнение, получающееся из (9.10) при /.—сопѕі, 
г==сопѕі и изменении одной лишь емкости по закону 
Ё Со 
С = гұъгсозог° (8:10) 


Подставляя это выражение в (9.10) и обращая в нуль а по- 


лучаем 
25 2 + 202 29 9801 + тсоз00)д = 0). (9.47) 


Здесь, как и в а контура с постоянными параметрами, 

обозначено 
г 1 
а= 5, 90 = =. 
21 ЕС 

Постоянная величина в, представляет собой резонансную часто- 
ту контура в отсутствие параметрического воздействия, т. е. при 
т = 0. 

Для приведения уравнения (9.47) к канонической форме исполь- 
‚ зуется подстановка 


д = уе-“, (9.48) 


исключающая из уравнения (9.47) первую производную 9. 
Дифференцируя дважды выражение (9.48) 


и подставляя полученные виражена в уравнение (9.47), полу- 
чаем 


47 + (— ой + 68 + 90 тсоз 9) у = т #7). 
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Но 05 — а? = 02, есть квадрат собственной частоты контура 
(в отсутствие модуляции емкости). 
Переходя к безразмерному времени 


=“ (9.49) 
и вводя обозначения 
402, 4тод 
=, =, (9.50) 
перепишем последнее уравнение в форме 
Е 4 = т 2т 
у" + (8 + е соз 27) у = сере“ (с). (9.51) 


При обращении правой части в нуль, т. е. в отсутствие сиг- 
нала, уравнение (9.51) переходит в уравнение Матье: 


у” + (6-Е =соз 27) у = 0. (9.52) 


Теория уравнения Матье хорошо разработана. Общее реше- 
ние этого уравнения имеет следующий вид: 


у = Ае” ф, (т) + Ве ф, (т), : (9.53) 


где А и В — произвольные постоянные; Е 
фли Фф; — периодические функции с периодом * л или 2л,.а 
р — показатель, зависящий от коэффициентов исходного 
уравнения 6 и е. 
Переходя с помощью формулы (9.48) от у к заряду д, а также 
от т к размерному времени # [см. формулу (9.49) ], получаем вместо 
(9.53) 


90 = па (25) ве (АЕ (0). 0.59 


Из этого выражения следует, что если џ есть положительное 
или отрицательное действительное число, превышающее (по абсо- 


| 91 
1 При безразмерном времени т = э период п соответствует периоду 


Е ) 27 
Ті, определяемому из соотношения 3 откуда Т; = %-; периоду 2л 


2к 
соответствует период Тз=2Т;=2 %-. Иными словами, периодичность по т, 
равная п или 2л, означает по Ё периодичность с основной частотой © ` 
[9 


или 7. Я 
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2а 
лютному значению) величину д’ то одно из слагаемых выражения 


(9.54) с увеличением 2 неограниченно возрастает. Это означает, 
что решение уравнения (9.52) неустойчиво. К такому же выводу 
следует прийти в случае комплексного в, если действительная 
часть и удовлетворяет отмеченному выше условию. 

Физический смысл неустойчивого решения заключается в том, 
что при определенных соотношениях между ғ и б, т. е. между глуби- 
ной модуляции емкости и относительной частотой этой модуляции, 
при любых сколь угодных малых начальных возмущениях (напри- 
мер, тепловые шумы) в контуре возникают колебания с неограни- 
ченно нарастающей амплитудой. Источником энергии для этих 
колебаний служит генератор «накачки», воздействующий на 
емкость. 

Полезно сделать следующее сопоставление: в случае дифферен- 
циального уравнения с постоянными коэффициентами, описываю- 
щего обыкновенный контур с постоянными Ё и С, для получения 
неустойчивого решения требуется, чтобы коэффициент при первой 
производной был отрицателен («отрицательное сопротивление»); 
в случае же периодического изменения одного из энергоемких эле- 
ментов, т. е. Г, или С, для неустойчивости требуется выполнение 
определенных соотношений между г ид (достаточно глубокая моду- 
ляция параметра т и определенное соответствие между © и ®.»). 

Случай неустойчивого решения, представляющий особый инте- 
‚рес для задачи возбуждения колебаний (параметрический генера- 
тор), рассматривается в следующем параграфе. 

Применительно же к задаче параметрического усиления основ- 
ное значение имеет изучение воздействия сигнала на устойчивую 
систему. Эта задача приводит к необходимости исследования реше- 
ния неоднородных уравнений (9.47) и (9.51) при условии, что ре- 
шение соответствующего однородного уравнения является устой- 
ЧИВЫМ. 

Эта задача рассматривается в 6 9.8. 


9.7. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ 


Из предыдущего рассмотрения уже ясно, что для возбуждения 
колебаний в контуре с помощью периодического изменения ем- 
кости требуется, чтобы частота этого изменения © была определен- 
ным образом связана с ‘частотой собственных колебаний контура ®сь, 
а глубина модуляции емкости т — с затуханием контура с. Для 
выявления требуемых соотношений обратимся к исследованию 
решения (9.53) уравнения Матье; задача заключается в определе- 
нии показателя р по заданным коэффициентам уравнения би е, 
‘а также в выявлении характера функций ф.(т) и ф,(т). Точное 
определение и является весьма громоздким делом, требующим 
сложных вычислений и графоаналитических построений. В этом, 
однако, нет необходимости при рассмотрении механизма возбуж- 
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дения колебаний в контуре с малым затуханием, когда коэффи- 
циент /2<<1 и соответственно #<<6. Высокая избирательность 
контура позволяет воспользоваться методом медленно меняющихся 
амплитуд, значительно упрощающим решение уравнения (9.52). 

Прежде чем приступать к подобному анализу, рассмотрим 
приведенное на рис. 9.8 разбиение плоскости 6, = на области не- 
устойчивых (заштрихованные) и устойчивых решений уравнения 


ИТ | 


у 


<: 
< <“ 


01 4 9 #6 25 г 
Рис. 9.8. 


Отдельные устойчивые области смыкаются в точках в = 0, 


6 = п?, где п = 6 = 1, 2, 3, ... Это означает, что при ё = 1, 4, 9, 
9 1 
.... т.е. при О = 20,5, О = @ь, 9 = 3 Фев» == 5 св И Т. д., реше- 


ния уравнения Матье неустойчивы при сколь угодно малой глубине 
модуляции параметра т(е = 0). При промежуточных значениях ©, 
когда воздействие на параметр производится не в такт с собствен- 
ной частотой контура, для. неустойчивости требуется значение е 
тем большее, чем ниже частота ©. Отсюда следует, что наиболее 
благоприятные условия для параметрического возбуждения коле- 
баний имеются вблизи абсциссы 6 = 1, что соответствует © = 20‹ь, 
когда «подкачка» энергии в контур производится дважды за период 
собственных колебаний. | 5 

Дальнейшее рассмотрение ограничим именно этим случаем, имею- 
щим наибольшее практическое значение. 

Итак, будем исходить из условия, что © == 20,ь, так что частота 


9 
> находится в полосе прозрачности контура. 


Воспользуемся методом медленно меняющихся амплитуд. Суть 
этого метода, пригодного для нелинейных и линейных колебатель- 
ных систем с высокой избирательностью, заключается в том, что 
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‹ 


решение уравнения системы ищется в форме высокоч астотного 
колебания 


у( = а(#) со 5 ГЕ Е) (9.55) 


где а(Р) и Е(Р — функции времени, «медленные» по сравнению 


с с05 9 Ё. 
С другой стороны, из теории уравнений Матье известно, что 


входящие в точные решения (9.53) ОРН Ф1 (5 ) и е, (21 ) мо- 


о 

гут содержать только основную частоту 8 и кратные ей частоты К. 
При достаточно высокой добротности контура высшие гармоники 
оа 

отфильтровываются и остается только составляющая с частотой 2 


9) 
Но если частота должна быть точно 2, то производная «медленно» 


меняющейся функции Ёё в выражении (9.55) должна равняться нулю. 
Таким образом приходим к выводу, что в пределах применимости 
метода медленно меняющихся и фазу Е можно считать по- 
стоянной величиной. 

= поэтому & на & и ‘переходя к безразмерному времени 


т = 27 перепишем выражение: (9.55) в форме 
У = а (т) соѕ (т -- Ё,). (9.56) 
Сопоставляя это выражение с (9.53), приходим к выводу, что 
функция а(т) должна иметь одну из следующих двух форм: 
а; (т) = Дев“, 
а (т) == В ео 
причем каждой из этих двух форм должна соответствовать своя 
фаза Ё, или &,. Иными словами, общее решение уравнения (9.59) 
в первом приближении можно представить в виде 
у = Ау, + Ву, = Аем оз (т + Б) + Ветк соз(т -- &). (9.58) 
Для определения џ, а также Ё; и Ё, остается подставить в исход- 
ное уравнение (9.52) поочередно Ау, и Ву, (так как каждое из этих 
решений удовлетворяет исходному уравнению). 
Выполнив необходимые преобразования (см. приложение ІУ), 
приходим к следующим окончательным результатам: 


(9.57) 


в 
у, (9.60) 
у ("+ (>) | 

Е. = — Ё. (9.61). 
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Заметим, что последнее соотношение сохраняет свою силу неза- 
ВИСИМО ОТ 8, т. е. от соотношения частоты накачки и частоты кон- 


тура. 
Таким образом, выражение (9.58) принимает вид 


У = Аер соѕ (т + Ё,) + Ве соз (т — Ё), - (9.62) 


а заряд 9 ({) в соответствии с (9.48) и с учетом (9.49): ' 


пед)" о (а) + 


т. (1—5) = 0 +40. (963) 


Основываясь на этом выражении, нетрудно найти ток в 1, 
о 
туре (; = 1) и напряжения на элементах Ё и С и, Е. 


90) 

гзм 0) 
Для истолкования физического содержания полученных резуль- 
татов рассмотрим случай 6 = 1, т. е. случай изменения емкости 


с частотой ©, точно вдвое превышающей собственную частоту кон- 
тура ®св. При этом 


тт р 


ре; ШЕ, = 1, 2, = 45° (или 2255), 


(9.64) 
вы = — 1, Ё, = — 45° (или 185°). 
На рис. 9.9 изображены графики С (2) = ие, а также 


со (5 +45) и со (5! — 45°). 


Из этого рисунка видно, что убывание емкости соответствует 
прохождению 4. через амплитудные значения, а д», — через нуле- 
вое значение. Это означает, что 91(#) «правильно» сфазировано отно- 
сительно закона изменения С(#) и «накачка» приводит к росту ам- 


рю 

—а | 
плитуды 8 закону АЕ ‚ а 92(1) сфазировано неправильно; 
в моменты амплитудных значений заряда емкость растет, что при- 
ВОДИТ К отбору, энергии из контура и к затуханию амплитуды 


а закону (= =) 1 к 


На основании приведенных рассуждений можно наметить сле- 
дующую картину возникновения и нарастания колебаний в пара- 
метрическом генераторе. В момент включения контура (или в. мо- 
мент запуска генератора накачки) в контуре существуют беспо- 
рядочные шумовые колебания, вызываемые тепловым движением 
заряженных частиц. 
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5 А". 
В составе этих колебаний имеется компонент и с частотой =, 


однако амплитуда и фаза этого компонента являются случайными 
величинами. Допустим, что в рассматриваемый начальный момент 
времени интересующий нас компонент имеет амплитуду ОА и фазу Ө 
(рис. 9.10). Разложим вектор, изображающий это колебание, по 
двум взаимно перпендикулярным направлениям: №№; и М;М,. Пря- 


| 

} | 

| | | | 
а 41 


ИВ 


Рис. 9.9. 


мая №№, проведена к оси абсцисс под углом Ё = 45°, а прямая 
М.М. — под углом & = — 45°. Вектор ОР. совпадающий с пря- 
мой №№ и равный ОАсоѕ (9 — $1), изображает колебание, пра- 
вильно сфазированное относительно фазы «накачки», а вектор ОС, 
совпадающий с прямой М,М,, изображает колебание, которое 
под воздействием изменения емкости начинает затухать. Можно 
поэтому считать, что начальные условия для параметрического 
генератора определяются той составляющей, фаза которой согласо- 
вана с фазой накачки. Из формул (9.64), а также из рис. 9.10 ясно, 
что таких положений вектора имеется два: при Ё, = 45° и &, = 225° 
(для частного случая © = 2 ось). Если вектор ОА расположен над 
прямой М.М», то проекция его на прямую №,№, положительна, 
в противном случае — отрицательна. Это означает, что при заданной 
фазе накачки фаза колебания в параметрическом генераторе может 
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принимать одно из двух фиксированных значений, различающихся 
о 


на 180° (независимо от соотношения о И ®ев. 


Двузначность фазы колебаний, генерируемых при параметри- 
ческом возбуждении, используется в специальных генераторах 
(«параметрон»), применяемых в вычислительных устройствах для 
получения двух устойчивых состояний, соответствующих двум 
знакам двоичного кода. 


+ 


| А 
7 | 
ч | 
` . 
БТИ. 
М а) 
© 
4 | 
\ 
У 
ДХ 
хх 
* м 
\ 
\ 
м, х 
Рис. 9.10. - 


В ч. П будет показано, что в автоколебательной 
системе фаза установившихся колебаний может принимать любое 
значение, целиком зависящее от начальных условий. Нетрудно 
видеть, что отмеченная выше особенность параметрического гене- 
ратора объясняется тем, что контур с периодически изменяющейся 
емкостью является не автономной системой, а системой, подвергаю- 
`щейся внешнему воздействию. Естественно, что частота и фаза ге- 
нерируемых колебаний жестко связаны с частотой и фазой внеш- 
ней силы, действующей на систему. 

Другой особенностью параметрического генератора является 
необходимость искусственного введения нелинейности для осуще- 
ствления ограничения амплитуды генерируемых колебаний. Без 
этого амплитуда колебаний в линейном контуре при параметриче- 
ском возбуждении должна нарастать неограниченно вплоть до 
разрушения контура (пробой конденсатора, перегрев элементов 
контура). В качестве нелинейности может быть, например, исполь- 
зована индуктивность со стальным сердечником, который при до- 
стижении амплитудой тока определенного уровня доводится до 
магнитного насыщения. Связанное с этим изменение индуктивности 


М о ў 
.- приводит к расстроике контура относительно частоты 2 и, следо- 
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вательно, к ухудшению условий возбуждения. Можно также приме- 
нять сопротивление, · величина которого возрастает с увеличением 
амплитуды колебаний в контуре. 

Само собой разумеется, что параметрический генератор, рабо- 
тающий в установившемся состоянии, т. е. с ограничением ампли- 
туды, является нелинейным устройством. 

Остается в заключение связать условие возбуждения колеба- 
ний с параметрами контура, а также с параметром «накачки». Ины- 
ми словами, нужно от обобщенных параметров 6, ди е перейти 
ка, О и т. Ранее указывалось [см. выражение (9. 54)}, что система 
неустойчива, если 


р> 2, (9.65) 


Обозначим через рер критическое значение р, отвечающее 
р 
равенству 


2а 5 
Ик = т. (9.66) 


Подставив это значение р в формулу (9.59), находим крити- 


ческое значение ёкр: 
40? 0—1 2 
Екр = 4 «ИЕ == (7 ) . 


Но в соответствии с (9.50), 


4? 
Екр == кр в , 


Отсюда находим ткр — критическое значение глубины моду- 
ляции емкости (на грани возникновения генерации): 


о \: [9 `\?. /48 уБ 
оо = (и) = 4%) Уз + (95). 


Так как здесь рассматривается случай О == 20, => 200, то можно’ 
считать 


9 4а? К 
тер а Е (9.67) 
- оо 


Если частота накачки © равна точно 20,ь, то ё = 1 и 
(9.68) 


где @ = 2. — добротность контура. 
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Если частота накачки © прев 
вдвое, так что имеется расстройка 


о 
До == 


то для возбуждения колебаний т 
циента т. 


= Область 
Н 803дуждения 


ышает частоту ө, не точно 


9 — @св, - 


ребуется увеличение коэффи- 


Область 
устойчивого 
рожимо 


-5 -2, 4 Ё ГА 2 3 а= 2204 
(к 
Рис. 9.11. Е 
В этом случае 
В 
ту —Ао 
с: = 02 = — 448 0] _ 2 
о [93 Е Е 
И 
2 
т = 2 4+ (=) (9.69) 
В 
ИЛИ 
2л 2 ТЕЗ 2 А 
о (0 ) =2утға (969) 
где с = А 
5 св 


График зависимости тир @ от а изображен на рис. 9.11 (сплош- 
ная кривая). Пунктирные прямые, являющиеся асимптотами кри- 
вой тр, соответствуют границе области устойчивости параметри- 


чески возбуждаемого контура без п 
Двойной штриховкой обозначена 


отерь. 
область возбуждения колеба- 


ний, а горизонтальной штриховкой — область неустойчивых реше- 
ний уравнений Матье, которые, однако, после умножения на е 
приводятся к устойчивым решениям. Наконец, незаштрихованная 
область соответствует устойчивым решениям уравнения Матье и 
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тем более устойчивым решениям ‘исходного уровнения {[однород- 
ного, которое получается из уравнения (9.47) при обращении в нуль 
правой части ]. 

Следует подчеркнуть, что приведенные результаты, полученные 
на основании допущения о фильтрации контуром всех частот, крат- 


[$ 
НЫХ 5 7 ®‹в, СПраведливы лишь при достаточно малых значениях 


Е = 2Ао Я 
обобщенной расстройки а = =— 0, не превышающих нескольких 
св 


единиц. Нетрудно видеть, что рис. 9.11 по существу является изо- 
бражением в увеличенном масштабе одного «языка» диаграммы 
рис. 9.8 в окрестности точки 6 = 1, е = 0. 


9.8. ПРИНЦИП ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО УСИЛЕНИЯ. 
ОДНОКОНТУРНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ 


Из предыдущего рассмотрения ясно, что недовозбужденный па- 
раметрический контур (при параметре накачки т меньшем, чем 
ткр) является устойчивой линейной системой, позволяющей осуще- 
ствить усиление подводимого извне колебания. Эффект усиления 
получается за счет энергии, вводимой в контур от устройства на- 
качки при соблюдении 
надлежащих частотных и Д 
фазовых соотношений. 

Главным достоинством 
параметрического усили- 10) 
теля является относитель- 2) =Ёсоғ(шё+о) С} 
но низкий уровень соб- ј 
ственных шумов. Это объяс- 
няется отсутствием в схе- 
ме усилителя электронных 
приборов, которым при- АТР 
сущи шумы дробового и 
иного происхождения. (Ис- 
пользуемые для накачки электронные приборы не входят в цель 
усиливаемого сигнала; поэтому шумы этих приборов мало влияют 
на отношение сигнал/шум усилителя.) Основным источником 
помех в параметрическом усилителе являются поэтому тепловые 
шумы, с которыми можно бороться путем применения конструк- 
ций, работающих при сверхнизких температурах. 

` Простейший параметрический усилитель можно представить 
в виде колебательного контура с емкостью, изменяющейся по закону 
(9.46). Усиливаемое колебание е(!) = Есоѕ (оі -- Фо) вводится 
в контур, а усиленное снимается с одного из реактивных элемен- 
тов (рис. 9.12). Показанное на этой схеме сопротивление № учиты- 
вает потери в контуре, а также нагрузку. · 

Режим параметрического усиления существенно отличается от 
рассмотренного в предыдущем параграфе режима возбуждения. 
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При возбуждении частота и фаза напряжения на С(#) жестко связа- 
ны с частотой и фазой накачки. При усилении же напряжение на 
С(К задается сигналом. При этом неизбежно возникают колебания 
с комбинационными частотами © — о и © + о. 
Для выяснения механизма работы параметрического усилителя 
необходимо исследовать решение неоднородного уравнения (9.51). 
Приравнивая в этом уравнении правую часть входной э. д с. 


Е соѕ (оѓ -- Фо) и переходя к безразмерному времени т = 2+, пере- 
пишем уравнение (9.51) в форме | 


28, 
е 


у" + (8 + 200520 у = те? ° Е соз(22т + Ф) = р, (т). 09.70) 
Р \ 


Через }; (х) обозначена вся правая часть неоднородного урав- 
нения Как и.в предыдущих параграфах, здесь 


492, 4то? 
а тч 

р 5 2-е 
СВ = 1 4- т соѕ Ой * 


Для упрощения анализа будем считать, что частота «накачки» 
вдвое превышает частоту @.ь, так что 6 = 1 и ғ = т. 

Само собой разумеется, что величина т должна быть меньше 
найденного в предыдущем параграфе критического значения ткр, 
соответствующего порогу устойчивости. 

Для решения уравнения (9.70) воспользуемся соотношениями 
(9.39), (9.37) и (9.35), которые в обозначениях данного параграфа 
запишутся следующим образом: э 


уф = [ев два (9.71) 
убт) уе (0 
А уау уз (х)' Э 
У (х) = у 00 Уз (*) |. 9.73 
ИЖ (9.73) 


Здесь у; (т) и у. (т) — решения однородного уравнения (9.52). 
В соответствии с выражениями (9.58) и (9.64) 


у1 (1) = ен соѕ («+ 45°); у, (т) =е-*#" соѕ (т — 45°). (9.74) 
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Подставив (9.72) и (9.73) в (9.71), получим 


Уз (х) ћ (х) ах 


ою | ааа у 


уз (х) ћ (х) ах 
а БОИ РЕ 9.75 
у } У (х) У (х) — у, (х)Уг(х) ( ) 


Теперь остается учесть выражения (9.74) и совершить переход 
от ук д=уе-*! [см. (9.48)], а также от т к 51. После неслож- 


ных, но громоздких, выкладок (см. т У) можно полу- 
чить следующее выражение: 


р 
00 Ег 7 = ғ оз (а + Ф) + 
а ЕС 7-9% 
Д) 


зіл (ої + Ф) — 


А 


5- С05 [(@ — 6) 2 — фо] — 


эт — 0) Е — Фо]. (9.76) 


При выводе этого выражения было использовано условие, что 
т р : А 
величина —— близка к единице (с некоторым запасом устойчиво- 


к 

сти). То обстоятельство, что в выражении (9.76) отсутствует комби- 
национная частота © + о, является результатом допущения 
о высокой избирательности контура, которое было использовано 
при выводе выражения (9.76). Комбинационная же частота © — ® 
близка к резонансной частоте контура ор (поскольку © = 2 0}, 
а ® близка к ©р). 

Для определения наибольшего возможного усиления, которое 
можно реализовать в. одноконтурной схеме, раси резонанс- 


НЫЙ случай, когда частота сигнала Ф = фр = 5, а начальная фаза 
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входного сигнала фо является оптимальной [при заданной фазе 
накачки, соответствующей изменению С(/) по закону (9.46) |. 


При о = выражение (9.76) переходит в следующее: 


5, 
ЕЯ Е е 
(0) = = (іп (01 + Фо) — 05 (0 — Фо)] 
ды Г (1 = ге 
7. 
Учитывая, что @/ = 55 и а = 50 ‚ приведем последнее выра- 
ў 1 
жение к виду: 
900) = сна У? (соѕ фо — ѕіп Фо) зіп (юѓ — 45°). 
2 (1 — те) 
кр 


В отсутствие параметрического воздействия 


9 (0) = ОСЕ яп (оѓ -- Фо). 


Из сопоставления амплитуд последних двух выражений вид- 
но, что коэффициент усиления 


Ке У 2 (соз фо— зіп Фо) 
1( — 2 


Ткр 
Максимальное усиление получается при фо = — 45° или 
Фо = 135°: 
1 
Кыакс АЕ Ия т (9.77) 
, 1 Пек. 
Ткр 
Заметим, что оптимальное значение фазы входного сигнала 
Фо = —45° или фу = 135° отвечают соотношениям (9.64) и рис. 9.9 
(действительно, так как напряжение на емкости отстает от вход- 
ного сигнала на 90°, то при фо = —45°, фаза этого напряжения будет 


—135° илй, что то же самое, --225°, а при фо = 135° соответственно 
+45). н А 
В практике при усилении реального сигнала с неизвестной 
фазой обеспечить оптимальную фазу накачки весьма сложно (или 
даже невозможно). · 
е) 

При стклонении частоты сигнала о от величины 5 Усиление 
падает и, кроме того, возникают биения из-за наличия комбинацион- 
ной частоты © — о, не совпадающей с о. 

Можно, правда, показать, что даже при расхождении частот 


о. В З 
о и 5 средняя за период биений амплитуда колебаний получается 
большей, чем `в отсутствие параметрического воздействия, т. е. 
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что имеет место усиление сигнала. Однако подобный режим работы 
усилителя, при котором возникают биения и связанные с этим 
последствия (пульсация амплитуды и изменение фазы результирую- 
щего колебания), мало пригоден для практики. В связи с этим 
одноконтурный усилитель не получил широкого распространения. 
Несмотря на это, отчетливое представление о механизме явлений 
в подобном усилителе необходимо для понимания принципов. 
построения иных, более совершенных параметрических усилителей. 
Один из таких усилителей рассматривается в $9.10. 


9.9. СХЕМА ЗАМЕЩЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИ ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ ЕМКОСТИ 
ИЛИ ИНДУКТИВНОСТИ 


Использованный в предыдущих параграфах математический 
аппарат дифференциальных уравнений, необходимый для рыяснения 
физической стороны параметрических явлений, оказывается весьма 
сложным и громоздким при проведении расчетов параметрических 
систем, особенно когда эти системы описываются уравнениями 
высоких порядков. 

Задачу можно сильно упростить в тех случаях, когда рассмат- 
риваются стационарные режимы в избирательных параметрических 
цепях, находящихся под воздействием гармонической э.д.с. При 
этом имеется в виду периодическое изменение одного из реактивных 
элементов — емкости или индуктивности... Условие высокой избира- 
тельности позволяет считать, что несмотря на изменение параметра, 
напряжение на нем остается близким к синусоидальному с часто- 
той, равной частоте входного сигнала. Это позволяет ввести в’рас- 
смотрение схему замещения переменной емкости (или индуктивности) 
по отношению к частоте о входного сигнала. 

Пусть к емкости С(Й, изменяющейся по закону 


С; 


Г м соз (074 0)’ (9.78) 


с() = 


приложена э.д.с. е(ї) = Е соѕоѓ (рис. 9.13, а). 
Определим ток #(#) через емкость С (1). Применяя выражение 
(9.6), находим: 


) +е() 0 = 


0 = 
бь 


Е: Е ( тС 9 ѕіп (9 4+ 1) 
7 14 с0$ (9 + т) 


— Е этой) 4- Е созо ИТ, 
+ 74. соз (07 ЕП 
Наложим условие: т < 1. Это условие, значительно упрощаю- 

щее выкладки, вместе с тем отвечает реальным параметрическим 

устройствам. 
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Тогда можно считать: 


1 


Тае с Тарзан = т соѕ (621 + 7); 


т 
П тоз (07 р) 7 


С этими упрощениями выражение для тока #(Ё) может быть 
приведено к виду ` 


(0) = оС, Е ѕіпо + тоС, Е соз (© +- 9 ѕіп оѓ +- 
+ тос, Е ѕіп(@/ + ү) соѕ оѓ (9 79) 


-тбо 65 (9+) 


С) ш»о 


0) 8} 


Рис. 9.13. 


или в несколько иной форме 
(0) = Е (0С, зіпо 4 5 Со (в + 9) яп (о + 9) -- 7] - 


+ 5-С,®— 9) зіп о — 9) —9 }. (9.80) 


Первое слагаемое есть не что иное, как ток через постоянную 
емкость Со, подключенную к источнику е(ѓ) = ЕсозюЁ. Слагаемые 
же с частотами ® -- `@ и ® — © являются продуктом периодиче- 
ского изменения емкости. Характер этих токов и их влияние на 
параметры схемы замещения реактивного элемента зависят от сбот- 
ношения частот о и ©, а также от 7, т. е. от фазы изменения емко- 
сти С(2). е 

Для выявления эквивалентных параметров реактивного элемента 
целесообразно исходить из энергетического баланса. С этой целью 


составим выражение для средней за период Т == с мощности, отда- 
ваемой источником э.д.с.: 

+ 

Р, = т { е( (04. (9.81) 


аа 
? 
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Подставив в это выражение { () по формуле (9.79), а также 
е (1) = Е соѕ@ї, после несложных тригонометрических преобразо- 
ваний приходим к следующему результату: 


+2, 35 
2 
рле тес Е | зт (© + ү) 4Е-+- пос» Е 2; зіп (02 +- ү) соѕ 204 +- 
т Т 
8 гз 
“ед 
2 
есь | соѕ (02 + 1) зіп 202 4. (9.89) 
76 


2 з 

[Первое слагаемое в (9.79) после умножения на Ёсоѕоѓ и интегри- 
и 

рования в пределах — =, + = обращается в нуль, как это и долж- 


но быть для постоянной емкости Со.| 

Дальнейшее рассмотрение целесообразно проводить для двух 
режимов: а) когда © <® и 6) когда © = 20. Первый 
режим характерен для работы модуляционного устройства, а вто- 
рой — для параметрического усилителя. , 

а) Медленное изменение Сі). 

Если © настолько мало по сравнению с ® , что в пределах од- 


ного периода Т = 26 множители ѕіп(Оѓ ++ ү) и соѕ(© Е + у) могут 


считаться постоянными величинами, то второй и третий интегралы 
в (9.82) обращаются в нуль. Следовательно, при 9 < о 


СОР (ее 1) = 20,00. (9.83) 


Ре 
Здесь через А 
а, (0) = тС, зщ (О +- у) (9.84) 


обозначена эквивалентная проводимость (активная), учитывающая 
расход мощности источника э.д.с. 

На основании выражений (9.79) и (9.84) приходим к схеме заме- 
щения, показанной на рис. 9.13, 6. Каждая из трех ветвей: Сь, 
—тС,со5(0/ + у) и (.(8 = тС, ѕіп(О# - ү) — относится к соот- 
ветствующему току в выражении (9.79). 

Первые две ветви чисто емкостные, а третья — активная, 
причем 0,(#), в соответствии с выражением (9.84), через каждую 
половину периода изменения С(1) меняет свой знак. Когда 0(#) 
положительно, энергия отбирается от источника э.д.с. е(й) и пе- 
реходит в устройство, осуществляющее изменение емкости; в те- 
чение полупериодов, соответствующих отрицательной величине 

С.(№, наоборот, источник э. д. с. отбирает энергию, которую постав- 
ляет устройство накачки. Таким образом, имеет место обмен энер- 
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Ме между -указанными двумя источниками. В среднем, за время 
<" расход энергии источника э.д.с. равен нулю. 


Заметим, что при т <! и © < о проводимость |0(0)| нич- 
тожно мала цо сравнению с проводимостью Со. 

6) Быстрое изменение С(1). 

С целью упрощения выкладок положим © = 20. 

Подставляя в (9.81) выражение (9.80) и е(1) = ЕсозоЁ и произ- 
водя почленное интегрирование, убеждаемся, что первые два ин- 
теграла от гармонических колебаний с частотами, кратными о, 
обращаются в нуль. Последний же интеграл дает: 


Т 
Ф 
Ты ! эт (о — ©)? — ү] соѕ оѓ 0 = 
Т О 
47у 
| + 
аре, { т (— о — ү) соѕ ®Ё 4 = 
Т 
= 2 
Ў Со © Е Е? 
= "2 ту: = = (.. (9.85) 


Из этого выражения видно, что активная проводимость, учитыва- 
ющая расход мощности источника э.д.с. (на частоте ®), равна 


бо ту. (9.86) 

В данном случае 0, не зависит от времени и определяется фазой 
изменения С(®. 

Схема замещения С(1) для этого случая изображена на рис. 9. 13, в. 
Комбинационная частота © + ® = Зо этой схемой не учиты- 
вается, а частота  — ою совпадает с частотой сигнала о. В резуль- 
тате, по отношению к источнику сигнала получается схема с постоян- 
ными параметрами. Периодическое изменение С(1) с частотой © = 
== 20 приводит лишь к появлению активной проводимости С., 

°шунтирующей постоянную емкость С. 


`Рассмотрим следующие три характерных режима: ү == 0, 5 и —5. 


Диаграммы кривых С({) для указанных значений ү изображены на 
рис. 9.14; верхняя кривая изображает приложенное к емкости 
напряжение е(?) = Есо5оЕ. 
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В первом случае (ү = 0) С (Г) изменяется таким образом, что 
27 


изменение запаса энергии в емкости за период частоты Ге] 


Оп Г В 
(а также за период - равно нулю. При этом б, = 0. 


е(ё) | і ел 
| | 
| | 


ЕХ 


| 
| 
(2): у=0 | | 
| 
| а: 
| 
А | 1 | 
В —————. 
ры 7 3 ПАО 
ІА "5 7 мы 
ть д е А –- 
[и | | 
| 17-2 | . 
Ор . | : 
. | о): у=- 3 | 
Ева 25 НЫ. Заир іг н 
| | 
| | | 
| | | | 
у | а. И: 
1 } і | 
Рис. 9.14. 


Во втором случае (ү =5) максимальная скорость нарастания 


С(1) соответствует прохождению напряжения через амплитудные 
значения; при этом часть энергии, запасенной в емкости, переходит 
в устройство, изменяющее емкость. По отношению к источнику э. д. с. 
это равносильно шунтированию постоянной емкости С, активной 


т 
проводимостью @. = 5 Соо. 


п 
Наконец, в третьем случае, при у = — =, когда С(1) убывает 
в районе е(1) = Е и нарастает в районе е(/) = 0, активная прово- 
А эт Е сб: 
димөсть отрицательна и равна 0, = — 5Соф. Это означает, что 


рассматриваемая цепь является не потребителем энергии, а гене- 
ратором. Обращаясь к рассмотренному в предыдущем параграфе 
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параметрическому контуру (рис. 9.12) и заменяя С(1) схемой заме- 
щения по рис. 9.13, в, получим схему, изображенную на рис. 9.15. 

При |С.|< 1/5 система устойчива (параметрический усили- 
тель). При |С,|>1/Ю система неустойчива и возникает пара- 
метрическое возбуждение. Отсюда следует, что критическое зна- 


М т 1 2 2 
чение |С, | „р = 5: Сов, = я, а ттт 0 Этот резуль- 


ПА тат совпадает с (9.68). 

Результаты, аналогич- 
ные полученным выше для 
С(, нетрудно вывести 
также и для периодически 
изменяющейся индуктив- . 


ности /(/). , 
Исходя из схемы 
Рис, 9.15. е рис.9.16,а, при изменении 
индуктивности по закону 
Г = 1,11 4+ тсоѕ (9ЕЁ + у], (9.87) 
находим ток {({) с помощью соотношения е 
Д І 
= го |*94 = ЕНОТ Е зіл өл 
е т. 1 — тсоѕ(9/ - У) ѕіп @ (9.88) 
21, 
72057 
10 
== [0 . 12 
7)=Есоѕш? тёосо5 (м1 *у) Кр зілу 
2(ї)=Есоѕо 2 4 тоз (Оч) з 2.12 
а) 6) ў йл 
Рис. 9.16. 
или в несколько другой форме 
0 Е (по 5 того + 9) 91 — 
= ѕіп [(о ет (9.89) 
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Как и ранее, здесь использовано условие малости т. При © < о 
схема замещения имеет вид, показанный на рис. 9.16, 6 (в последова- 
тельном и параллельном вариантах). 

При © == 20 третье слагаемое в выражении (9.89), т. е. комби- 
национный ток с частотой ® — ©, приводится к следующему виду: 


ры эт (02 +- ү) = 235 т Г. созү ПЕ + 275 іп созо. 


Слагаемое при эта 
указывает на наличие 
добавочной ваа 


проводимости 527 те, соѕ 7, 


а последнее слагаемое 
(при соѕ оѓ) — на актив- 
ную проводимость 


б = тие (9.90) 


Таким образом, при 
© = 20 получается схе- 
ма замещения, изобра- Рис. 9.17. 
женная на рис. 9.16, в. 


Фазовые соотношения между е(і) = Ё соѕ оѓ, { (0) = = 5їп оѓ и 

2, 6 
индуктивностью [(!), изменяющейся по закону (9.87), видны из 
рис. 9.17, построенного для = тв. В данном случае отрица- 


тельная проводимость 0, = — 9=7- не получается, если при прохож- 


дении тока через амплитудное значение / ({) убывает, а при 
прохождении #(ё) через нуль / () возрастает. 

Энергия‘ вводится в цепь за счет работы, совершаемой устрой- 
ством накачки при уменьшении индуктивности, в которой имеется 
ток (преодоление сил магнитного поля, стремящихся сблизить 
витки и увеличить индуктивность катушки). 


9.10. ДВУХКОНТУРНЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ УСИЛИТЕЛЬ. 
ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ 


В $9.8 был отмечен существенный недостаток одноконтурного 
усилителя: биения между частотой сигнала ® и комбинационной 
частотой © — ®, которые возникают при отклонении ® от вели- 


4 
ЧИНЫ 5. 


От этого недостатка свободна схема, изображенная на рис. 9.18. 
Главные особенности этой схемы заключаются в том, что: а) пере- 
менная емкость С(ё) не входит непосредственно в колебательный 
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контур, а является лишь элементом связи двух контуров и б) ча- 
стота накачки © выбирается с таким расчетом, чтобы комбинаци- 
онная частота 8 — ® лежала вне полосы пропускания первого 
контура [1, Су, в который вводится усиливаемый сигнал. Резонанс- 


ная частота этого контура ор = Ута-выбирается равной централь- 
101 


ной частоте спектра входного сигнала. Резонансная частота @©рә = 
1 


= УТС второго, вспомогательного, контура значительно отлича- 
22 
ется от 0р1, а частота накачки © выбирается из условия 
О = ор, -- Фр, т (9.91) 


При воздействии напряжения частоты ®1, т. е. входного сигна- 
ла, на емкость С(), изменяющуюся с частотой ©, в ветви С(1) име- 


Рис. 9.18. 


ются три тока с частотами ®1, © -- в и О — в, = @з. Первые 
два тока замыкаются через второй контур, не создавая на нем 
заметного падения напряжения; третий же ток с частотой О — 
— @ = ©, близкой к резонансной частоте орз, создает на нем 
значительное напряжение. С другой стороны, на первом контуре 
устанавливается напряжение только с частотой Ф}, так как по от- 
ношению к частотам © + ®; и ®, = © — в, первый контур явля- 
ется коротким 'замыканием. Тем самым устраняется отмеченный 
выше дефект одноконтурной схемы. | 

Итак, в установившемся режиме в схеме рис. 9.18 действуют 
два гармонических напряжения с частотами ®1 и о,, каждое на 
` своем контуре. Так как емкость С(1) находится под воздействием 
обоих напряжений, то энергетический баланс в схеме определяется 
режимом накачки при учете результирующего напряжения на С(2). 
Оказывается, что по отношению к первому контуру цепь, состоя- 
щая из С(1) и второго контура, ведет себя как комплексная прово- 
димость с отрицательной действительной частью. 

Для более конкретного уяснения принципа работы подобного 
усилителя рассмотрим сначала схему, представленную на рис. 9.19, 
и используем принцип замещения схемы параметрического элемен- 
та, описанный в предыдущем параграфе. От схемы рис. 9.18 эта 
схема отличается только тем, что первый контур и источник сигнала 
заменены генератором э.д.с. с нулевым внутренним сопротивле- 
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нием, который поддерживает на своих зажимах разность потен- 
циалов: 

Ц (2) == 0. с0$ (®1Е БЕ Фі) = 0, ее: 25 (9.92) 
где (1 = И: е! +. — комплексная амплитуда входной э.д.с. 

Через 4, (оз) на схеме рис. 9.19 обозначено комплексное со- 
противление второго контура, весьма большое РН частот, близ- 
ких к фр, и исчезающе малое для частот ор, © и © { вр. 

Емкость С (№) зададим выражением 


С (0) = С, П — т соз (02 - 7)] = С, —АС соз (0 -- ?), (9.93) 


где АС = тС. 
При т < 1 выражения (9.93) 
е и) 2, (и) || (асо) 
! 


и (9.46) совпадают. 
Напряжение на втором кон- 
туре запишем в форме 


из (0) = О, с0$ (0, -- фз) = 
= (7, еѓ9з Са 0, = Ш еѓ®:, (9.94) 


где амплитуда Ш, и фаза ф, ` Рис. 9.19. 
пока еще неизвестны. 

Постараемся определить полную проводимость схемы рис. 9.19 
между зажимами /—/ для частоты сигнала ®1. По характеру этой 
проводимости можно будет судить о влиянии, которое оказывает 
емкость С(1) совместно с вспомогательным контуром [», С, на 
основной сигнальный контур. 

Определим прежде всего ток (И через емкость С(/), создавае- 
мый напряжением и!(№, приложенным фактически непосредственно 
к емкости С(4) (так как для частоты ®: второй контур не оказывает 
заметного сопротивления). Применяя соотношение (9.6), а также 
(9.93), можем написать 


(0 = и, (0) = (С, – АС соз (9 + үх 


х [— 91 О, ѕіп КЗ + 1) + АС ѕіп (О -Е т) Ц! соѕ (0. + $1). 


Произведя обычные тригонометрические преобразования и отбра- 

сывая слагаемые с частотой © + фу, получим выражение, анало- 
гичное (9.80): 

| 1 АС 


(0) = — О: ®: Со зіп (@1 2 ф) +75 (@ —в)х 


х зіп (О — в) Е РИ = — Ју; Соѕіп (& + $!) + 
есь а 5 (в, Ру — 1). (9.95) 


‚ Первое слагаемое есть не что иное, как ток частоты в, через 
постоянную емкость С, подключенную параллельно зажимам /—/. 
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а 


Второе же слагаемое тока (с частотой о,) создает на контуре 
І,, С, напряжение | 
01 АСо © А Р 
и. (0) = 22692220880 јр, рф +92), 09.96) 
где ф., — аргумент комплексного сопротивления 2. (в). 
Сопоставляя выражения (9.96) и (9.94), находим амплитуду и 
фазу напряжения и»: 
А Ң 
Ш = 012092008) о, д, рф фа 5. (9.97) 


Это напряжение приложено полностью к С (2) и создает ток 
А а, ас 
(0 = — [с (92° + и, (0) а (9.98) 


Знак минус учитывает, что ток і, (1) имеет направление, обрат- 
ное току й, (6. А 

Подставляя в выражение (9.98) формулы (9.96), (9.93) и про- 
изведя преобразования, аналогичные тем, которые были сделаны 
при выводе формулы (9.95), получаем 


АСо Ф 
і (0) = ао, С соз(а, у= Ф) 


А атаа) оо) соз О — в) фи 9] 


(1 АС? о 
я 23 (©) с0$ (1 Ё + Фф — Ф.,). 


| (9.99) 


Первое слагаемое в правой части, представляющее собой не что 
иное, как ток частоты ®. через постоянную емкость Су, подключен- 
ную параллельно контуру Г, С», интереса не представляет. Второе 
же слагаемое определяет добавочный ток с частотой сигнала ©}, 
обусловленный влиянием контура 1, С». Очень важно отметить, 
что амплитуда и фаза этого тока не зависят от фазы ү накачки. 

Итак, полный ток частоты ®,; равен - 


== О, о. С, т (95 Ё + Ф) — 


О, АС? 
и 2, (о,) ҳ 


і, (Ё) = — Оу оу Соѕіп (02-4 Фл) — 


х со5 (01? 4 Фф — Ф:,) 
или в комплексной форме 
Га; (2) == о, а С, Ь' (+ 2) — га АС. ©: 25 (оз) е‘ м] ҳ 


2 


х её: — Ты, ео: А 


408 


Разделив комплексную амплитуду этого тока /,, на комплексную 
амплитуду сигнала И! е“:, найдем полную проводимость схемы 
рис. 9.19 между зажимами 1—1: 


у (о) == і © =й 5 АС, 0, 23 (о) е— 2, 


Но 2, (в) е ` г, есть функция, комплексно сопряженная по 
отношению к сопротивлению г, (оз)е в, 


Обозначая эту функцию через У (о) = А ‚ получим окон- 
2 (92 
чательно 
У (©) = іо Со — 2001973 (0з) = іо С, — 20009 (9,100) 
4У% (03) 


Итак, дополнительная проводимость, обусловленная периоди- 
ческой модуляцией емкости и наличием второго контура, равна 


АС? ша 25 (өз) АСЗ о о 
У (ә) = ——— а (9.101) 


Как уже отмечалось выше, фаза у накачки не оказывает влия- 
ния на величину эквивалентной проводимости. Следовательно, 
режим усилителя не зависит от фазы сигнала. А 

Некоторое изменение частоты сигнала, не выходящее из поло- 
сы пропускания первого и второго контуров, также не нарушает 
режима усиления. 

Основываясь на выражениях (9.100)—(9.101), можно рассчитать 
частотную характеристику и полосу пропускания двухконтурного 
параметрического усилителя. 

Бе останавливаясь на этом расчете, рассмотрим режим резонан- 
са, когда разностная частота ®2 = 0 — ®1 равна точно резонанс- 
ной частоте второго контура и У,(ог) — чисто активная проводи- 
мость. При этом У. (®:) — действительная и отрицательная величи- 
на. В частности, для схемы, Е на рис. 9.18, резонансное 
значение У (1) равно 


0, = Ү, (о) = — Фи АСА. (9.102) 


Переходя от схемы рис. 9.19 к схеме двухконтурного усилителя, 
показанного на рис. 9.18, нетрудно определить эффект от подключе- 
ния отрицательной проводимости С, к положительной проводимости 
а, = 1/Ю, сигнального контура (при резонансе). Именно, получается 
частичная компенсация потерь первого контура, что эквивалентно 
усилению сигнала. 

Как и в случае одноконтурного усилителя (см. $ 9.8), если от- 
рицательная проводимость С, превышает по абсолютной величине 
положительную проводимость Ст, то схема становится неустойчивой 
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и наступает режим генерации. Таким образом, условие устойчивости 
в данном случае можно сформулировать в виде следующего нера- 
венства: і б 


З АС? оз 93 1 | 9.103 

м л <р: (9.103) 

Из проведенного рассмотрения можно сделать вывод, что по 
отношению к входному сигналу параметрический усилитель пред- 
ставляет собой, по существу, линейную систему с постоянными па- 


раметрами. Влияние периодического изменения емкости С(/) сво- 
дится лишь к созданию отрицательной проводимости, неизменной 


во времени. 
Г2нера тер 
накачки! 2) 


Парамет- 
рическии 
усилитель 


Входной сигнал 


№. ркулятор 
ирк 
Р у 


аградитель- 
ный фильтр 
для частоть! 
накачки ® 


Поглоти- 
тельная 
нагрузка 


№ 
Выходной 
сигнал 


Рис. 9.20. 


Очевидно, что при анализе передачи сигналов через подобную 
систему можно применять обычные методы, разработанные для 
цепей с постоянными параметрами (см. гл. 5 и 6). 

Остановимся, в заключение, на некоторых принципиальных 
конструктивных особенностях параметрического усилителя. 

Дело в том, что в обычных электронных и полупроводниковых 
усилителях обеспечивается развязка «входа» и «выхода»: в ламповом 
усилителе сигнал вводится в сеточную, а выделяется в анодной це- 
пи, в полупроводниковом усилителе также имеются разделенные 
входная и выходная цепи. 

Иначе обстоит дело в параметрическом усилителе сверхвысоких 
частот, в котором усиливаемый и усиленный сигналы действуют, по 
существу, в одних и тех же точках колебательной системы. 
` Другой особенностью параметрического усилителя является 
необходимость применения двухчастотной колебательной системы, 
в которой элементом связи между отдельными контурами является 
управляемая (напряжением накачки) емкость. 

Таким образом; проблема реализации двухконтурного усили- 
теля СВЧ, основанного на периодическом изменении емкости, 
сводится к практическому решению следующих трех задач: а) соз- 
дание конденсатора, допускающего безынерционное изменение ем- 
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кости с помощью высокочастотного напряжения; 6) разработка 
двухчастотной колебательной системы, конструктивно представля- 
ющей одно целое с управляемым элементом связи, и в) разделение 
входного и выходного сигналов. 

Первая из этих задач успешно решена современной полупровод- 
никовой техникой, приведшей к созданию электронно-управляемых 
емкостей. 

Вторая задача, т. е. создание двухчастотной колебательной си- 
стемы, не представляет сложности для современной техники СВЧ. 
Обычно для этой цели применяются полые резонаторы. 

Наконец, третья задача, т. е. разделение входного и выходного 
сигналов, успешно осуществляется с помощью ферритовых цирку- 
ляторов. 

Сочетание перечисленных выше элементов и приемов приводит 
к своеобразным схемам параметрических усилителей, один из воз- 
можных примеров которых изображен на рис. 9.20. 

На этой схеме входной сигнал (с частотой о;) с циркулятора 
попадает на параметрический усилитель, а также на выход, но 
усиленный сигнал с параметрического усилителя может пройти 
через циркулятор только на выход. 

Заградительный (режекторный) фильтр, настроенный на частоту 
©, преграждает путь частоте накачки в циркулятор и связанные 
с ним цепи. : = 

На более подробном рассмотрении схемных и конструктивных 
особенностей параметрических усилителей мы не останавливаемся, 
так как это входит к задачу специальных курсов. 

Отметим, в заключение, что приведенная в данной главе теория 
охватывает лишь основные вопросы, связанные с энергетическими 
соотношениями в параметрической системе. 

В настоящее время широко применяются разнообразные схемы, 
в которых процесс усиления сигнала сочетается с процессом преобра- 
зования частоты. 5 
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"ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


Определение спектра частотно-модулированного колебания 
методом функции корреляции (к гл. 4) 


Для иллюстрации этого метода рассмотрим важный для практики случай 
шумовой частотной модуляции, когда мгновенная частота колебания опре- 
деляется выражением 


о (1) = оо Кым а (1) = оо + Ао (1). ° (1.1) 


Здесь и() — модулирующее напряжение, распределенное по нормаль- 
ному закону (с нулевым средним значением), Кчи — коэффициент пропорцио- 
нальности (крутизна характеристики частотного модулятора). 

Таким образом, частотное отклонение До= Кучми (Ё) является случайной 
то распределенной величиной с центром распределения в точке 

Га] = 


Дисперсия (средний квадрат) частотного отклонения 


До (7) = КЁм 02 (7) = Кам фи (0), (1.2) 


где 4,0 Бе функция модулирующего напряжения. 
ид [см. (2.108). 
Обратимся к определению корреляционной функции модулированного 
колебания а(1), частота которого изменяется во времени по закону (1.1). 
‚ Применяя выражения (4.25) — (4.26), представим модулированное коле- 
бание в форме 


а (і) = соѕ [ооѓ - 6 (2)] = соѕ 0 (2) соз оо і — ѕіп Ө (1) Чо Ё = 


= ас (і) — аз (2), (1.3) 
Здесь | И 
00) = {| до (у) ду (1.4) 
—0оо 


представляет собой набег фазы колебания к моменту і, а ас(і) и а. (1) — соот" 
ветственно косинусоидальная и синусоидальная части функции а(#). 

При обозначениях, сделанных в выражении (1.3), автокорреляционная 
функция колебания а( может быть представлена следующим образом: 


фа (0) = а ђа( + 5) = [ас (2) — а, (2) [ас (Е т) — а (Е я) = 
= а, (К ас (Е $+ =) + аз (/аз (Е =) — ас (0) а; (Е № т) —а (1) ас (л). (1.5) 


Черта над’ функцией обозначает операцию усреднения по времени, 
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Применяя формулу (4.13), можем написать 


ас (1) ас (Е - т) = со Фот с0$ 6 (1) соѕ 6 (#- т), (1.6) 
аз (В) ав (Е- = сов Фот 511 0 (1) ѕіпӨ (Е -- т). (1.7) 


Складывая выражения (1.6) и (1.7), получаем 
и тои, 
ас (1) ас (Е - <) + а, (1) а. (0 =) = 5 Соз вот С05 [6 (#-- =) — 0(1)]. (1.8) 


Подобным же образом можно составить выражение 


ла г аа БА > ды 
ав (В) ас (Е =) + ас (4) аъ (+ =) = о біп оотзіп [0 (Е) — 600). (1.9) 


Подставляя полученные соотношения в (1.5), приходим к следующему 
общему выражению для искомой корреляционной функции; 


ба (9) = соз оу соз [0 (Е т) — 0 ()] — 


= $11 орт зіп [0 (2--т) — Ө (7). (1.10) 


Следует иметь в виду, что величина 0(), получаемая из 4о(#) линейным 
‚ преобразованием (1.4), распределена по нормальному закону. По такому же 
закону распределена и разность . 


х=0(1- =) — 0 (0). (1.11) 
Запишем плотность вероятностей случайной величины х в виде выражения 

х? у 5 
1 БЕ 


р(х) = == 6 


ут ү | Я (1.12) 


где дисперсия х? подлежит еще определению. 
Основываясь на выражении (1.12), находим 


7 ` +оо 
соѕ5[0 (+ т) — 6(1)] = соѕ х = ф соѕ хр (х) 4х = 
7—оо 
А +оо М: м 
о 591 
== ——————===- | с0$ хе 4х =е } (1.13 
Ук И х? ү 
—со 
1 0 ^^ ое 2 ДИУ 2 5 
віп [007 х) — 0 (0)] = зіпх = | зіпхр(х) 4х = 
+ А д —©. . 
е = 
: 25% : 
хе ах = 0. 1.14 
и? >? | 5 о2о 


413 


Подставляя (1.13) и (1.14) в (1.10), получаем 


ті 
1 А х 
№ () =-5 соз воле 2. (1.15) 
Теперь необходимо определить х2, т. е. еа в квадрат набега фазы 


колебания за промежуток времени т [см. выражение (1.11)]. С этой целью 
перепишем (1.11) следующим образом: 


= А 
х (6, 90061) —00= | До (у) ду — [ Ао (у) ау. 
—со —со 


Подставив в правую часть этого выражения 
До (2) = Кама (0) 
и сделав в первом интеграле подстановку 


у= у +т, 
получим 


Ь Е Ў. Е 
х(Ь т) = Ким [| 1401 т) —и(91)] л. (1.16) 
7—00 


Для определения среднего квадрата х (1, т) необходимо предварительно 
найти средний квадрат подёнтегральной функции, т. е. разности и (Ё- т) — 
— и (2): 

[ш (#4 т) —– и (2)]? = и? (2 и (О — 20 (1-4 т) и (1). 

В рассматриваемом случае и(Г) является стационарным ‚случайным 

процессом; следовательно 


и (Е- =) и (1) = фи (т), | 
(1.17) 


и? (ЕЁ т) = и? (2) = фи (0). 


Предполагается, что энергетический спектр И, (8) модулирующего на- 
пряжения и (Г) известен. Тогда можно [см. (2.136)] написать 


со 

фи (<) = = [ И, (9) соѕ 940, 

|. (1.18) 
1 

фи (0) = 5 | У, (©) 20. 

0 
Таким образом, 7 
[802 9) —а (012 = 2 [фи (0) — фи (<) = 
== а) И, (О) (1 — соѕ 97) 20. (1.19) ` 
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- Из теории случайных процессов известно, что при интегрировании ста- 
ционарного процесса с энергетическим спектром ,(®) получается новый 
процесс, энергетический спектр которого равен 1#,„(0)/92. 

Следовательно, для определения среднего квадрата интеграла от раз- 
ности (і + т) — 1({) можно воспользоваться выражением (1.19), заменив 
в нем !,(®) на №,(8)/9?. 

Таким образом, для среднего квадрата выражения (1.16) можно напи- 
сать Е 


со 
Э (5) = Кыт | Е (1 — соѕ 9) 40. (1.20) 
0 


Итак, корреляционная функция ф(х) модулированного колебания оп- 


ределяется выражением (1.15), а входящая в это выражение величина х? — 
соотношением (1.20). 

Теперь можно составить выражение для энергетического спектра коле- 
бания, частота которого модулирована шумовым сигналом и(®. 

Применяя соотношение (2.135), получаем 


со оо т 


= 


Уз (о) = 4 {+0 С0$ шт &=2| сов воле 2 0$ отт = 
0 


ВЕС 


хі 


а { с05 (о + во) хе 2 а; (1.21) 
0 


х 


со 
ы | соѕ (о — во) т.е 
0 


Второй интеграл в правой части этого выражения можио отбросить 
ввиду медленности изменения экспоненциального множителя по сравнению 
е соѕ (о -- вот. А = 

В дальнейшем исходим поэтому из выражения 


со 21 (<) 


Ра) = | зо ое 2? ат. (1.22) 


Из этого соотношения видно, что структура энергетического спектра 
И „(о) зависит от характера функции х(т) и, в конечном итоге, от спектраль- 
ной (или корреляционной) характеристики модулирующей функции џи(№). 

Рассмотрим два характерных режима модуляции. 0 

1. Медленное изменение частоты. Условие медленности можно сформу- 
лировать так же, как это принято при синусоидальной частотной модуляции: 
девиация частоты велика по сравнению с модулирующей частотой. При шу- 
мовой модуляции под девиацией следует подразумевать, в соответствии 
с выражением (1.2) величину. 


Дозф = У До? (2) = Кым Ув (0). (1.23) 


Скорость же изменения мгновенной частоты анализируемого колебания 
характеризуется наивысшей частотой ®„ модулирующей функции и(2). 
‚ Таким образом, условие медленности модуляции сводится к неравенству 


Аоф х, Кым ИФ (0) УТ 


При выполнении этого неравенства экспоненциальный множитель в 
выражении (1.22) с увеличением т очень быстро убывает. Основной интерес 
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` поэтому представляет область малых значений т и относительно низких моду- 
лирующих частот 9. Можно поэтому в выражейии (1.20) положить 
92 та 
соѕ От = 1 — 5, 


что сразу упрощает вычисление: 


1 
х (0) = Кам" 


| 


о о 02 т2 
[= 7а 
0 


со 
2 
Кам [т (0) 40 = Кам фа (0)-=°, (1.25) 
0 


Подставив это выражение в (1.22), находим 


О (о — оо)? 
оо Дор т СЕЕ 10. 
; === 1 у?т 24о2 
12 «= | е 7 0$ (® — әд) 141 = Ет С е эф. (1.26) 
Э 
0 


Напомним, что амплитуда высокочастотного колебания была принята 
равной 1 в [см. выражение (1.3) ], так что коэффициент /з соответствует сред 
ней мощности колебания. 


к До 
Формула (1.26) справедлива при условии, что 2% >3--4. 
р 

Рассмотрение выражения (1.26) показывает, что при частотной моду- 
ляции нормально распределенным сигналом и(1), спектр которого узок по срав 
нению с эффективной девиацией, распределение мощности в спектре модули- 
рованного колебания совпадает по форме с дифференциальным законом рас- 
пределения модулирующей функции и(?). ‹ 

Это положение тесно связано со свойствами модулированного колеба: 
ния при медленном изменении частоты, выявленными в $ 4.9 с помощью 
метода стационарной фазы. 


График энергетического спектра Ша (©) изображен на рис. 1.1, где на 
оо 5 2А 
0 эф 
оси абсцисс отложено л ‚а на оси ординат ——= № „ (о). 
“эф У2* 


Рис. 1.1. 
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4 574 


" А ў 
2. Быстрое изменение частоты: к= «1. Полагая энергетический слектр 


т 
У, (8) модулирующего напряжения и (1) равномерным в столь широкой 
фа частот, что на границе полосы (при высшей частоте Э„) множитель 


1/92 в выражении (1.20) близок к нулю, мы можем упростить (1.20) сле- 
дующим образом: 


яу к, не Ба ТТВ 


_ Кам и (0) т _ Кам Уи (0) 
т 79. 2 ў 


Домножив числитель и знаменатель правой части на О = 20Р, и учи- 
тывая, что У, (0) Ри = и? (1) = и (0), получаем 


Км и (0) Ри. 2х 
ва. 


х1 (9) = = Камы 0 0 = = 0 от. (1.27) 


т 


Подставим это выражение в (1.22) 


а 
Иа (о) ЕЕ к С05 (о — оо) =. 4(9щ т) 
0 
Обозначим: 
До 
о т= у; ЕО == р; ра ЕРЕ 1:28 
Тогда 
Ў оо т 
И. | т 
Йа (о) = тер е соѕ бу. ау. (1.29) 
0 


Выполнив интегрирование, получим 


2 а? 
1 а? 


с функции 42,» Ис (о), построенный по формуле (1 Ы. для пара- 


(1.30) 


метра а = пово — 0,25, изображен на рис. 1.2 (кривая /). 
т 
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Кривая [У на этом же рисунке, построенная по формуле (1.26), при- 
зеденной к виду 


4Рт Тв (о) = 0 97106 ае 


соответствует параметру а = 2. 
Кривые /Г и //І (для а = 0,5 иа = 1,0) получены путем приближенного 
интегрирования выражения (1.22). 


Рис. 1.2. 


Таким образом, кривые Г и ГУ характеризуют Ша(5) при быстрой и 
медленной модуляции, а кривые // и /// — в промежуточных случаях, ко- 
гда эффективная девиация частоты А®эф соизмерима с полосой модулирую- 
щих частот. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


К вопросу о дискретизации узкополосных сигналов (к гл. 4) 


Для доказательства справедливости представления 5({) в виде ряда 
{4.102) введем комплексную функцию времени 


У (Ё) = $(1) — {51 (1), (1.1) 


где 5() — заданный сигнал, спектр которого ограничен полосой частот от 
«1 = дп до оз = 2р, а 51(1 — функция, сопряженная функции $(1) по 
Гильберту (см. $ 4.8). 
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Тогда, если исходному сигналу (1) соответствует выражение 


1 —%1 | 1 Я у 
80 = 5 { 5 )е ао | бе аы = 
0% ол 
е 
= ке [ $ (о) ее ао, (П.2) 
т 


то сопряженной фуикции 51(Р) соответствует аналогичное выражение 
(см. $ 4.8) 
ой 
я (0) = = Я, (—– 1) 5 (о) ео о = ы к (енга, (11.3) 
РУ о р 
Следовательно, выражение (1.1) можно записать в форме 
0; 
у == [5 (о) еѓ° до, (1.4) 
ге; | 
причем исходный сигнал 5(#) является действительной частью этого выра. 


жения 
$ (1) = Ве [у (1)]. - (П.2’) 


Как ив $ 3.5 [см (3.28)}, разложим спектральную плотность $ (о) в ряд 
Фурье; однако в данном случае этот ряд относим к интервалу оз — о 
ба не —», $ 8а): 


2тп 
1 — 7] 
ое Уа 9 1.5) 


п=—-со 


Здесь козффициенты ряда А, определяются выражением 


9а р 27п 
Аа |869 Ет аш (П.6) 
02 — 0 Р ы 
әу . 


- Сравнивая это соотношение с (П.4), замечаем, что при подстановке 


в (1.4) г = 2" получается следующее выражение для коэффициента И 
онар 
^ 2 27 
и (Ш.7) 


Таким образом, ряд (11.5) приводится к виду 


1 а 27 2лп И 
аса) Б а 
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Подставим это выражение в (1.4): 
о, +оо 2тп 
1 ~ па № егеры : 
не 4 ›( С вех: 


оу п=— 00 


Выполнив интегрирование, приходим к следующему результату: 


+оо 8: (248 2л. 56, Ру (= 2тл ) 
лы. 1 2пл е 9—6 —е м т 
о. ея (2 тл ) · 01.9) 
я те — 


Учитывая, что 
7) 
оз = оо Р 207 —59- = оо пш, 


1] 
Фу = ор — 27 97 = — п, 


получаем с 
2 2 
1, | (= 229.) л зе (,– 229) = 95іп то (‹ 2: му" (= 


і 


Учитывая, кроме того, выражение (11.1), запишем (11.9) в форме 


И =) о. (1) 
по Ў) 3 
п==—00 ^ ш 


Для получения окончательного результата остается выделить действи- 


7 о Е Бы -=) С05 © ((-») 
КЕ Б? венасы. 
Лг 


п=——00 


О п 
пли (.- ==) оо (2 — ты 


тельную часть у (#). 
Таким образом, 


+= (2 7 а 
е 7] 
оо ЖР р-а 
2 У И.) (=) ѕіп 2 =. с05 [- (-=„)- +]. 
т 7 


тде 


(11.10) 


фи = агсів 17 
($) 


Но в соответствии с (4.56) 


саа) ая п 
5 ет Ф 51 р = 4 тг.) — огибающая сигнала $(Р) в момент {= 


п 
7ш“ 
Таким образом, окончательно приходим к выражению (4.102) 
4 і (1— п А 
зіп хш (2 — п 
5 (1) = 2 Ад тт с0$ [о0о (2 — па!) — Чи]: (11.11) 


п=—© 


Здесь через ДЇ = 2 обозначен промежуток между двумя отсчетными 


точками на оси времени. 


ПРИЛОЖЕНИЕ Ш 


Воздействие сигналов с быстро изменяющейся частотой 
заполнения на избирательную систему (к гл. 6] 


Исходим из выражения (6.75): 


` |) 1 22—22 
= 2.1 |. Иге!" | 2 10025) –ш(2 | ўе 

@вых (1) = 2у5 УВ т е ш (2з) (21) (111.1) 
Обращаясь к формулам (6.73) —(6.74) для 21 и 2, выделим: в них дейст- 

вительные и мнимые части и, кроме того, выразим их через обобщенные па- 

раметры контура. 

Тогда 


а АР = оу. 
ту 28 “и. 
1-47 


В о 
Здесь учтено, что у ЙЕ у 75 и что —Р = 20, где О — добротность 
а 


(11.2): 


жонтура. 
Далее, учитывая, что г=910 [см. (6.65) при «©; = 0], переписываем 


формулу (6.74) для 2, следующим образом: 
а, тыр а. 8 ав [19%]. 
а 
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Используя ‘далее обозначения формул (6.77) и (6.78), получаем: 


а 1 {До (1} о а 1 2Ао (1) 
° УЗ | ар #1 УВЕ әр 


а 1 Я а 
= УИ 7р Ша] 12400. 613 


Из выражения (111.2) видно, что как действительная, так и мнимая ча- 
сти аргумента 2: отрицательны, причем по модулю 2; очень велико (прэ 
О» 1 и не слишком больших В). 

Учитывая, что1 

25 


ш (— 2) = 2е-2*— ш (2), «1.4 


а также, что при больших по модулю значениях С (из первого квад- 
ранта) имеет место асимптотическое представление 


і 
Г) = ——— 
а: т (1.5) 
В дальнейшем исходим из соотношения: 
—22 _ 22 
ш (21) = е 1—1 (— 21) =2 1, (11.6) 


Это приближенное равенство справедливо при УЕ РИ. 


Подставляя это выражение в (11.1), получим: 
У= а 
Ивых (Ё) = 2р5 гэ 


Основываясь на формулах (111.2) и (111.3), находим: 


е Іт а: Уге‘! |.2-21 ш (2) — 29] } (7 


\ 


9 2а? 193 

21 ИЕ В то евна" (11.8) 
2 о? ‚ @3 

25 = р и) р 19090 а (11.9) 


Кроме того, представим функцию ш (2%) в форме 
ш (25) = и (хз, Уз) + ѓо (ха, Уз). (111.10) 


Для приведения выражения (11.7) к виду (6.76) разобъем ось абсцисс 
нафис. 6.25 на отдельные области: а (1) < —1, а (1) > +1 и —–1<а() < фі. 

В первой области как действительная, так и мнимая части аргумента 
2» отрицательны. Поэтому, в соответствии с (Ш.4), 


222 
о (2) = е 2—ш(— 2,) 


1 См. сноску на стр. 283. 
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и выражение в квадратных скобках формулы (Ш.7) упрощается: 


2 2 2 2 2 2 2 
25—2 —2 26—2 —2 57 
а) бедаво! |а Е МАРУ —2е 

2 2 
25—2 
= —е ? 10 (— 2.). 


Но в соответствии с (6.73) и (6.74) 


В 
28—20 = —9-  —іорі фа, 


Следовательно 


ут о к ре 
ивы (0) = уу би ш (— 2:)е ? ЕЕ 


Представив функцию № се 2,) в форме 


ш (— 25) = и (х, Уз) Р іо (хь, Уз) = и, 


где 4 
— 23 = хз -| іу», 
= 597618011020 = худа +1 >0 
и | 
ава 
в. 2 га гаа, 
получаем: 
а" +0 ва 
уо (— 2)е ? у —^ (и іо) СЕ: )- 


1 2 
= у [6 осо 57 — бы оо т | + 
м 12 
+: ка, $02) с0$ Е $ (из — оз) ѕіп 2) В 


Подставим мнимую часть этого выражения в (111.12): 


Ут [ в вг 


(из + 02) соѕ + (из— 02) ѕїп Еа 


вых (1) = уә у У5 


р 
У (из + 02)? + (из — 03)? соѕ Га Ф (2) | = 
“5н 2 


ув ва 
Зуб УЕ в (— 21603 97 +200]. 


Н 


(Ш.у 


(11.12 


| 


(Ш.13у 
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Отсюда следует, что огибающая выходного напряжения 


к 19) 4 
БЫН О ИИ 
у УГ"! 2)1= уз 9а у Ё) | = 


-У тетенька, (ш.м) 


и(0 = 


а фазовый сдвиг 


0з 


и — 
Ф (#) =агсіс к. ; 


0, (Ш.15) 


ы а 
При очень медленном изменении частоты о (/), когда параметр — во 


много раз больше единицы, можно воспользоваться асимптотическим пред- 
ставлением (Ш.5): : 


і 
И=(—2,) ` 
(Напомним, что — 2; в первом квадранте). . 
Подставляя (1.16) и (11.3) непосредственно в (111.12), сразу получаем: 


= (11.16) 


і Вёз 
2 ут ®р чья бе 2. 
Швых (0) = Е 77 = т) — И 1 =а 
272 УВ Ут 07 
| аа 
Уре 1 У ВЕНЕВ 
ПУ: п УВ ут а УТ) 
9 . [88 
= УГЕ ѕіп [7 «е а о] == 
0] в т 
== а |27 серне агсір а о] = 
12 
ЕТ соѕ Є — м) 5 (Ш.17) 


т 
где Фот = 5 + агсір а — фазовый сдвиг выходного напряжения (на емкости) 


в стационарном режиме при постоянной частоте о, соответствующей рассмат- 
риваемому значению 0(#). 
Этот результат, полученный с целью упрощения выкладок для области 


а 
а() < —1, может быть при УЗ У 1 выведен также и для всех других участ- 


ков резонансной кривой контура. к 

Рассмотрим теперь режим быстрого изменения «(1), когда величина В 
настолько велика, что динамикой процесса пренебрегать нельзя. Так как 
наиболее интересные явления возникают после прохода «(1) через резонанс, 
то с целью упрощения выкладок рассмотрим только область 2(й > + 1. 
В этом случае 2. находится в первом квадранте и необходимо исходить из 
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общего выражения (111.7), которое с учетом (111.11) может быть записано 
в следующем внде: 


Ит о д 82 | 9104—22 
а 0 = у бту ш (23) — ?е 1). (Ш.18) 


Преобразуем показатель степени во эро слагаемом в квадратных 
скобках, подставив в него А 


о 
где ® = Р. — время, необходимое для изменения частоты о () от 0 до ор, 


а ді — время, соответствующее расстройке Ло ({) н, соответственно, а (2). 
Таким образом 


Рави ааа 


В 
а ад е ЈП а? 1 А у 
> т ач ее чу 40"— Юр. (111.19) 
Здесь учтено, что я 257 Ои что аА ==а Бод. га а (1). 
Ра ТУ: В 


Подставляя (111.19) в (11.18), получаем: 


Ут є 1 риз 
п (0) = 7 УЗ ш (Иг |. ад) 


25 5- а + [5—4 (40: — ||} 


— 92е .е (11.20) 


а 
- Напомним, что это выражение получено в предположении, что УВ 01. 


Выражение (111.20) наглядно показывает, что первое слагаемое в квадратных 


скобках имеет смысл произведения входной э. д. с.-ей!*/з на «динамическую» 
передаточную функцию (22) и учитывает вынужденную составляющую 
выходного напряжения; второе же слагаемое соответствует свободному ко- 
лебанию с частотой ор. 


з 
Удельный вес этого слагаемого зависит от множителя е , КОТО- 
рый должен быть сравнен с модулем функции ш (2,). 


Осцилляция огибающей (/(#) после прохода о (#) через ор (см. рис. 6.25) 
а 
возникает при значеннях параметра У’ при которых указанные выше 


величины являются сонзмеримыми. = 
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ПРИЛОЖЕНИЕ ІМ 


К решению дифференциального уравнения 
параметрического контура (к гл. 9] 


Задано уравнение Матье 


М у" Ф (5$ є соѕ 27) у = 0 (ГУ.1у 
и общее его решение 


у = Ау, + Вуз = Ае?“ соз (т р &,) Ве соз (т 4 ,). 
Требуется определить р, & и Ёз. Е 
Подставим в исходное уравнение (ТУ.1) сначала одно из решена 


например у;. 
Тогда 


У = её соѕ (т + &), 
== [ы соѕ (т 4$ 61) — ѕіп (т <р 61)] её", 
А у; = {— [ы зіп (т Ф 61) $ соѕ («$ 6) Ф 
$ [12 соз (т-р 61) — р зіп (т <р &)]} её". 


Слагаемое п? соѕ (т $ &) может быть отброшено как` величина второго 
порядка малости. 


Подставляя у и у! в уравнение (1У.1), получаем 


— соз (т <р 1) — 2р зіп (т 4 61) 4 8 соѕ (< ВЫ) Ре с0$ 2% соз (т 6) = 0. 


а 
Учитывая, что соѕ 2* соѕ (т Е 81) = -5 с0$ (т — Ё) +5 ту соѕ (Зт &) и от- 


брасывая слагаемое с утроенной арал приходим к следующему выра- 
жению, в котором сгруппированы слагаемые, содержащие ѕіп т и соѕт: 


зіп т [5 — (8 — о зіп 6 — 24 с0$ 8, $ 
$ соѕ т 5 Ф (0 — ) соѕ &1 — 2р ѕіп ь = 0. 


Приравнивая нулю коэффициенты при ѕіп т и соѕ т, получаем два урав- 
нения для определения р и &1: 


(5 —(®— у эт — 2 соѕё, = 0, 
В ^ (1У.2) 
[5 Ф ($ — р] соѕ & == 2р ѕіп а = 0. 
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Умножив первое из этих уравнений на зіп &,, второе на соѕ 6, и вычи- 
тая второе из первого, получим 


0—1) Фә 5. (віп Я — с03? &1) = 0 
или 


5—1 
соѕ 26у = — 2. к (ТУ.3) 


Умножив затем первое из уравнений (1У.2) на созё1, второе на зіп ё; 
и складывая, получаем 


Е зіп Ё СОЅ ё1 — 2 == 0 
или 


р 12. (1У.4) 


Выражая зіп 26; через соз2 и учитывая формулу (1У.3), приходим 


к выражению (9.59) 
(6 — 0—02 
тИ соз, ОЕ = т 1 с» = 


УБЕ гус Ем я (ІУ.5) 


‚Е 
. Заметим, что поскольку выражение (ГУ.3) имеет смысл для |8 —1| <5, 


то определяемая формулой (ТУ.5) величина џ является действительной (по- 
ложительной). 

Для определения ё; воспользуемся одним из уравнений (1У.2), напри- 
мер вторым. Разделив его на соѕ {,, получим выражение (9.60): - 


Е 5—1 
4+2 


Аналогичным образом нетрудно убедиться, что при подстановке в урав- 
нение (ТУ.1) 


че = (ГУ.6) 


уг = е7 соз (т 1) 


получается следующее выражение для ;: 


Е = 1 
Я 
а а, 7 
вы УЕ 1У.7) 
АСВА. 
Таким образом, 
| = — 64. ‹ (ТУ.8) 
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р ПРИЛОЖЕНИЕ У 


К решению уравнения одноконтурного 
параметрического усилителя {к гл. 9] 


В соответствии с выражением (9.75), решение уравнения (9.70) имеет 
следующий вид: 


у(х) (х) ах ___ 
аА, | у (х) уз (ж) — У; (х) Уз (а) 
Уз (х) [1 (х) ах 
С НОЕ сата .] 
ет. | и" е 
В этом выражении 
Ут (<) = е соз (т + 45°); у, (т) = ет соѕ (т — 45°); (У.2) 
2ат 
Ср ИЕ 2 
Һ (<) = ге 9 соз (= т+ +) з (У.3) 
9 
А РС (У.4) 


2 " 
Предполагается, что ъ= = 1, так что в соответствии с выраже- 
ниями (9.59) и (9.50) р 


вефат «1 (У.5) 
Диффоренцаруя выражения (У.2), находим 
Ур (<) = [1 соѕ (< ф 45°) — зіп (т % 45°) е"; (У.6) 
уз (т) = [— в соз (т — 45°) — ѕіп (т — 45°)] ев". (У.7) 
Знаменатель подынтегральной функции в выражении (У.1) 
уз (х) уз (х) — уу (х) Уз (х) = 1 —в сов 2х = 1 (У.8) 


(ввиду малости р). 
Подставляя этот результат, а также (У.2), (У.3), (У.5), (У.6) и (У.7 


в общее выражение (У.1), получим ) 
т. Иа 4Е = 2 
у(т)=— е4 соѕ (т4-45°) | е 4 соз(х — 45°) озу е соз (5 хф е) ахф 
т т т 2а 
— — риа, 4Е тай я 
ес © "сов (< — 45°) Б а сов (#4 45°) озге“ соз (ях 


(У.9) 
228 


Совершаем теперь переход от у к заряду 
9 (1) = уе“, 
А (9) 
а также от безразмерного времени т к 5! (соответственно под интегра- 


лами от хк эх; |. 


Тогда выражение (У.9) переходит в следующее: 


, 27/9 те 
се| (=) о ме 
0-й [9 ) о (е) |. Е ‘х 
Р — 00 


те 
Х с05 2 ху — 45° | е: соѕ (оху--Фа) 4х1 — 2а : 
о 17Ф0) @х1 — ё х 


7/8 тә 
о о гет е о ат 
Х соѕ (5:4) е соѕ 7 1 Ф 45 е1 соѕ (оху - Фо) йх |. 


Преобразуем подынтегральные укан 
о. б 1 а 
соѕ (= м — 9) соѕ (ох + Фо) = у С05 [(з — Э) ху (Ф + «= и 
1 о : 4 
аси [( Д 9) х + (®— 4) 
о .. А 1 о 
к (= 1 = =) с05 (оху Е Фо) == 5 с05 (= — о) х — (Фо = 45°) + 
1 о 
+5 (о) + +457 |. - 


\ 9 
Косинусы суммарных частот (= + Э) ‚ как высокочастотные функции (по 


сравнению с разностными частотами), при интегрировании могут быть 
опущены. 
Таким образом, выражение для 4 (і) принимает следующий вид: 


т 27/6 те 
900) = — 2 | Я т), соѕ (5 + 45) д ея 5 


—00 


та р У 
о ат 9 
Х соѕ (2 Э) х1 — (Ф -- 45°) аху —е ( в) с05 (7-4) х 


27/6 теү ^ | 
х7 | К ВВ ) х1 «(5 Т Э) = 457) й к (У. 10) 


— о 


~ 
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} и 
Выполнив интегрирование и произведя несложные тригонометрические 
преобразования, приводим это выражение к виду 


а о о = 


7% рас: 


Е 


а оа та 7 и ИИ 
Н 8-7. 
Х соз (02 № фо) + | 
а а по Ў, 
8 


Ра Арн алтар х. 
Е) а ка 


Х зіп (оі - фо) — 


те то я 
:-% «+7 
> то\2 9 Лаа то 2 ге] 5 [х 
О О УВЕО 
. хсоѕ [(О — о)? — 9] — 
== е 19) Е 
7-6 онаа 
м то\2 геј Е то Ге] 5 |х 
Дау) т) ыт 
Ха (9 — «уғ ] 3. (У.11) 


Учитывая, что в соответствии с (9.68) 


получаем 


Если глубина изменения параметра т близка к ткр, то можно считать 
тя то 
В 


Отбрасывая в выражении (\.11) дроби. содержащие в знаменателе 


(+) ‚ приходим к приближенному выражению (9.76). 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Автокорреляционная функция сиг- 
нала 78—85, 222, 223, 412 

— — — амплитудно-модулированно- 
го 134, 141—144 

— — — детерминированного ко- 
нечной длительности .79 

— — — периодического 84, 90, 91 

— — импульсной характеристики 
линейного фильтра 222 

— — и спектральная характерис- 
тика 89 : 

— — периодической последователь- 
ности прямоугольных импульсов 
7 


— — прямоугольного импульса 79, 
80 

— — стационарного случайного про- 
цесса 83 

— — треугольного импульса 79, 80 

.— — шума 225: 

Аддитивности свойство 37, 95 

Аналитический сигнал 171 


Белый шум. 77, 84, 93, 121, 127, 
128, 225; 232, 233, 236 

— —, корреляционная функция 93 

Бесселя функция 150—154, 373, 
374 

— — модифицированная 373 

`Боковые частоты 135, 136, 138, 152, 
160, 171, 184, 383 


Весовая функция 188, 195 
Взаимная корреляционная функция 


79, 81—83, 195, 223, 224 
— — — двух гармонических сиг- 
налов 85 


— — — двух гауссовых импульсов 

‚ 81—83 

— — — прямоугольного и 
угольного импульсов 81 

Винера — Хинчина теорема 92 

Волновое сопротивление идеальной 
линии 309 

— — линии с потерями 311 


тре- 


Вронского определитель 381 
Выборки сигнала 109 е 
— спектральной функции 110, 111 


Гауссов импульс 54, 56, 57, 59, 81— 
83, 213, 359 

— процесс 115, 116, 121, 122 

— фильтр 308, 309, 359 

— шум 77, 125, 127 

аы преобразования 168, 169, 


Глубина модуляции 253, 273, 379, 
375, 388, 393 

Годограф функции 347 

Гребенчатый фильтр 353—364 

— —, импульсная характеристика 
357—360 

— = процессы установления 360— 


Грина функция 381 . 
Гурвица теорема 344, 345, 346 


Девиация частоты 146—149, 152, 
154, 163, 181, 182, 272, 306, 418 
очен единица информации 96, 


Двоичный код 101, 208, 392 

Дельта-функция (единичный импульс) 
58—64, 93, 155, 193—196, 203, 
218—220, 222, 246, 248, 302, 358, 
376, 379 

Детектирование 6, 12, 13, 366 

— амплитудное 6, 241 

— фазовое 6 

— частотное 6, 273 

Диапазоны радиоволн 8 

Дискретизация непрерывных сигна- 
лов 105—113 

— узхопологаых сигналов 182—185, 
4 

Дискретные сообщения 208—214 

Дискретный спектр 30, 63, 75, 76, 
355 

— случайный сигнал 64 
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Дисперсия 68, 72, 83, 119, 120, 227, 

299, 412, 413 
Дифференциальная емкость 368, 369 
— индуктивность 368, 369 


Днфференциальная проводимость 
(крутизна) 367 

Дифференциальное сопротивление 
367, 369 

Дифференциальная (относительная) 


энтропия 115 
Дифференциальный закон распреде- 
ления 65 
Дифференцирование сигналов 214, 
220, 366 
Дифференцирующая цепочка 216 
Дробовой эффект 20, 70, 227 
— шум 70, 84, 395 _ 
Дюамеля интеграл 16 
Единичный дельта- 
функция) 
Баишкниык скачок 46—50, 140, 196, 
— —, спектральная плотность 140 
ре, изменяющаяся во времени 


импульс (см. 


Зависимый источник 286 ь 
Задержка сообщения 44, 254, 295, 
296, 298, 299 


Идеализированный 

- фильтр 231 

Идеальная линия 309, 313 

— — задержки 310, 351, 352, 363 

Идеальный канал связи 95, 123 

Идеальный линейный усилитель 336 

Избыточность 100, 101 

Импульсная характеристика цепи 
193—196, 224, 250, 281, 286, 327, 
376 

‚— — — дифференцирующей и ин- 
тегрирующей 218 

— — —— параметрической 378 

— — — с переменными параметра- 
ми 376 

— — апериодического 
200, 203—208 

— — гребенчатого фильтра 357—360 

— — линейной системы 208—211 


узкополосный 


усилителя 


— — линейного фильтра 221—224. 


— — нормированная 328 

— — приближенная («укорочен- 
ная») 248, 249 

— — фильтра с квадратичной фазо- 
вой характеристикой 301—309 

Индекс угловой модуляции 147 

— фазовой модуляции 163 

Интеграл вероятности 214, 283 
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Интегрирование сигналов 214, 220, 
366 


216—220 
сигнала 


Интегрирующая цепочка 

Информационная емкость 
94, 101, 232, 236, 237 

— — —, предельная 104 

— — — дискретного 101, 102 

— — — непрерывного 104, 113—115, 
123—128 

Искажения линейные 200 

— — частотные 273 

— нелинейные 200, 238—242, 255, 
‚273, 336, 337, 356 

— в линии с потерями 313 


Катодный повторитель 326, 329, 330, 

Ч 332 

Качание частоты э. д. с. 280—285 

Квадратурные колебания 150, 156, 
157 


«Квантование» непрерывного слу- 
чайного сигнала 65, 127 

Классификация сигналов 24 

Когерентные радиопмпульсы 134 

Кодирование 10, 

Коле вние гармоническое 115, 116, 


— манипулированное 134 

— манипулированное по фазе 146, 
157, 183, 385 `` 

— модулированное по 
183, 185, 240 

— — по фазе 146, 183, 385 

— = по частоте 273—280, 412 

— модулированное тонально 251 

— монохроматическое 25, 62, 63 

— а со случайной фазой 

А - 

Колебательный контур 222, 248— 
260, 265, 268, 276—279, 281, 316 

— 5 добротность 229, 248, 260, 
262, 


амплитуде 


393, 421 

— —, задержка сообщения 254 

— —, затухание 229, 318, 388 

— —, обобщенная расстройка 245, 
252, 262, 284, 395 - 

== резонансная кривая 252, 253, 
5 
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— —, резонансная частота 249, 265, 
268, 271, 284, 285, 385 

— —, собственная частота 265 

— — с периодически изменяющейся 
емкостью 385, 392, 395 

— —, полоса пропускания 230, 241, 
270, 272 

— —, постоянная времени 272 


резонансное сопротивление 


. 


Колебательный контур, энергетиче- 
ская (шумовая) полоса 230 
Количество информации 95, 100, 125 
— — в дискретных сообщениях 96, 
97 


— — в непрерывных сигналах 102 

Комплексная огибающая 247 

Корреляционный 

Корреляционная матрица 121 

Корреляционная функция сигнала 90 

— — — импульсного 84, 226, 230, 
412, 413, 415 

— — — периодического 90 

— — белого шума 93 

— — нормированная 121 

— — шумового напряжения 227, 


231 
Котельникова теорема (теорема от- 
счетов) 103, 105, 109 


Коэффициент .(глубины) модуляции 
133, 254 


Коэффициент нелинейных искажений . 


239, 240, 278, 280 
Коэффициент передачи (см. переда- 
точная функция) 
Крамера правило 381 
Критерий устойчивостн 339 
— — Найквиста 347—351 . 
— — Рауса — Гурвица 341—347 
Лапласа преобразования 187, 189, 
191, 193, 339 
Линейное усиление 198 
Линейные искажения 200 
Линейные системы 13, 16, 186—242 
— — с обратной связью 320—365 
— — с переменными параметрами 
13, 17, 316—411 
— — с постоянными параметрами 
13, 16, 186, 316 
Линейные цепи с задержкой 286—320 
Линейный двухполюсник 225 
Линейный фильтр 221 
— —, потеря информации 232—238 
Линейчатый (дискретный) спектр 30 
Линия с потерями 311—313 
Лобачевского функция 117 
Логарифмнческое затухание 
289, 290 


287, 


Манипуляция фазовая 155, 265 

— частотная 158, 267 

Математическое ожидание («первый 

момент») 72 

Матье уравнение 386, 389, 394, 426 

Мгновенная угловая частота 144, 
145, 176 - 


Медленные функции времени 130 


5 


анализ сигналов’ 


Мера информации 94 

Метод интеграла Фурье 187 

— мгновенной частоты 274, 275, 278 

— медленно меняющихся амплитуд 
186, 388, 389 

— интеграла наложения 16, 187, 
193—196, 208, 243, 281, 376 

— — — упрощенный 248—251 

— операторный 16, 187—193 

— спектральный 16, 187—193, 243, 
281, 376 

— — приближенный 244—248 

— стационарной фазы 176—182, 412 

— узловых напряжений 201 

— функции корреляции 412 

Минимально-фазовые четырехполюс- 
ники 290 

Многозвенные фильтры 212 

Модуляция 7, 12, 130, 366 

— амплитудная 7, 130, 131, 152, 170, 
255 

— импульсная 7, 13, 272 

— тональная 135, 138, 184, 254 

— угловая 7, 130, 144, 145, 147, 150, 
152, 153, 242, 243 

— фазовая 7, 130, 145, 147, 148, 
149, 151, 153 

— частотная 7, 130, 145, 147, 148, 
149, 151, 152, 153, 273 

— широкополосная 135 

— шумовая частотная 412 

Морзе код 11 , 

Мостовая схема как устройство за- 

держки 295—301 

— — «первого порядка» 296 

— — «второго порядка» 296, 297, 301 


Накопление периодического сигнала 
362—364 
Найквиста диаграмма (годограф) 349 
Найквиста теорема 78 р 
Неискажающие линии 313 
Нелинейные системы 18, 19 
Неминимально-фазовые цепи 291— 
295, 311, 313 
Несущее колебание 129, 158, 184 
Неустойчивая система 325 
Нормальный (гауссов) закон рас- 
пределения 54, 68—70, 74, 120, 
224, 226, 412, 413 


Збоошеница схема радиоканала 10, 


Обратная связь 220, 320—365 
— — внешняя 320, 321 

— — внутренняя 320 

— — по напряжению 323 

— — по току 329 


433. 


Обратная связь в системах с задерж- 
кой 351—353 

Ортогональности свойство 86, 90, 113 

Ортогональные функции 37 
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